Vjerojatnost

Dario Bojanjac



Information is the
resolution of uncertainty.

Claude Shannon, 1916. — 2001.




You should know enough
mathematics to protect
yourself against it!

Richard Hamming, 1915. — 1998.




Vjerojatnost kao zabava za siroke narodne mase

" Teze je dobiti 6 nego 2 na kocki.

» Kuglica ruleta ve¢ neko vrijeme nije pala na 23 pa uskoro mora.

" Moj susjed je pusio 2 kutije cigareta dnevno 70 godina i dozivio je 96.

" Dinamo igra protiv Liverpoola i tu utakmicu moze pobijediti, igrati
nerijeseno ili izgubiti. Dakle, Dinamo ima 33.33 % Sanse za pobjedu.

" Ako se ishodi dogadaju slucajno onda je ista Sansa da dobijemo PP il
PG kad bacimo dva novcica.

= U kutiji imamo 3 crvene i 5 plavih kuglica. Vjerojatnost da slucajno
izvu¢emo crvenu je 3/5.



Svatko ima (neku) predodzbu o vjerojatnosti

" Ja te ne razumijem. Otic¢i cemo u kladionicu i uplatiti listic. Ili cemo
dobiti ili ne¢emo dobiti. Sansa nam je 50 % sto nije malo (frend iz
osnovne Skole kada mi je objasnjavao da trebamo i¢i u kladionicu).

" Smrtnost je mala, ali za onog ‘ko umre, za njega je smrtnost 100 posto
(dr. Mijomir Pelemis, infektolog).



Kako odabrati brojeve lota?

=12,17, 24, 28, 30, 32, 35
= 5,10, 15, 20, 25, 30, 35

¢)

*1,2,3,4,5,6,7? Loto 0.



It is a part of probability
that many improbable
things will happen.
Aristotel 384. pr. Kr —322. pr. Kr.




The 50-50-90 rule:
Anytime you have a
50-50 chance of
getting something
right, there's a 90%
probability you'll get it
wrong.

Andy Rooney 1919. - 2011.




/asto vjerojatnost?

" Naucili ste da je

1+1=2

= Nisu odgovori na sva pitanja tako
jednostavni i potpuno odredeni.

" Postoje ishodi koje je nemoguce
predvidjeti (bacanje novcica).
" To ne znaci da ih ne mozemo

opisati i nesto pametno saznati o
njima.



Bacanja simetrichog novcica

" Imamo dva moguca ishoda
(padne P, padne G).

» Uvjereni smo da je novCic
simetrican.

" To znaci da su ti ishodi jednako
vjerojatni.

= Koliko vjerojatni?




Sto mjeri vjerojatnost?

" Vjerojatnost mjeri koliko je neki dogadaj ’vjerojatan’ (Probability of
an event measures how likely will that event happen).

" Ako je dogadaj A vjerojatniji od dogadaja B to ne znaci da se B ne
moze dogoditi ili da ¢e se A sigurno dogoditi.

= Ako je vjerojatnost nekog dogadaja niska to ne znaci da se ta]
dogadaj ne moze dogoditi.



Krivo shvacanje vjerojatnosti

EVENT A 1S 50 YOU'RE SAYING | S0 YOURE S0UNDS LIKE YOU HAVE NO

MORE. UKELY THAT EVENT A SAYING ITS IDEA WHAT WILL HAPPEN.

THAN EVENT B. | | WILL HAPPEN. 50/50. AND YET I KNEW EXACTLY
NO, EVENT B NO, IT'S HOW THIS CONVERSATION
COULD ALSO DEFINITELY WOULD GO HERE, LISTEN:

HAPPEN. NOT 50/50. / +CLICK
k ) THEN YOUL

29197 79|77

Image: xkcd


https://xkcd.com/

Formaliziranje teorije vjerojatnosti

" Poceci joS u antici.
" Fermat-Pascal u 17. stoljecu.
" Analiza igara na srecu.

= Kolmogorov 1933.




The theory of probability
as mathematical
discipline can and should
be developed from
axioms in exactly the
same way as Geometry
and Algebra.

Andrej Kolmogorov 1903. — 1987.




Kolomogorovljevi aksiomi

" Vjerojatnost dogadaja je pozitivna.

= Vjerojatnost unije svih elementarnih
dogadaja iznosi 1.

= Vjerojatnost unije dva neovisna dogadaja
jednaka je zbroju njihovih vjerojatnosti.

" Vjerojatnost oznacavamo s P.




Probability theory is
nothing but common
sense reduced to

calculation.
Pierre Simon Laplace 1749. — 1827.



Interpretacija vjerojatnosti

" Interpretacija formalne teorije daje znacenje pojmovima i simbolima
koji se u toj teoriji pojavljuju.

» Kolmogorovljeva aksiomatizacija definira funkciju P koja ima
odredena svojstva (pozitivhost, normiranost, aditivhost za neovisne
dogadaje).

= Sto je P?
= Kako interpretirati P?



Klasicna interpretacija vjerojatnost

" Promatramo eksperiment koji
moze rezultirati s M jednako
vjerojatnih medusobno
neovisnih ishoda.

* Od M mogucih, njih N odgovara
dogadaju koji promatramo.

" Vjerojatnost dogada koji
promatramo jednaka je N/M.




Klasicna interpretacija vjerojatnost

" Odlicna za objasnjenja " Bacanje novcica dok ne padne G.
eksperimenata s konacho mnogo (imamo beskonacno mnogo
ishoda. mogucih ishoda, G, PG, PPG,...).

= Unaprijed moramo odrediti da
su svi dogadaji jednako
vjerojatni bez koristenja
vjerojatnosti (cirkularnost
definicije).

" Pomaze nam simetrija.



frekvencije

» Radimo eksperiment puno puta (m).
" Pratimo sve povoljne dogadaje (n).

" Vjerojatnost nekog dogadaja
jednaka je relativnoj frekvenciji
pojavljivanja tog dogadaja.

n
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nterpretacija vjerojatnosti kao relativne

MY CLENT COULDN'T HAVE
KILLED ANYONE. WITH THIS

ARROW, AND T CAN PROVE IT!

I'D UKE TO EXAMINE
YOUR PROOF, ZENO. YOU
MAY APPROACH THE BENCH.

—BUT NEVER REACH 1 \

e



https://xkcd.com/

nterpretacija vjerojatnosti kao relativne
frekvencije

= Frekvencionisti kazu da " Mozemo napraviti samo

vjerojatnost da padne P kada konacno mnogo eksperimenata.
bacamo novcic iznosi 0.5 ne zato

sto postoje dva jednako

vjerojatna ishoda nego zato sto o .
o o . . |
veliki broj eksperimenata s puno Ne moze vjerojatnost dogadaja

ponavljanja (puno bacanja biti promjenjiva.
novcica) pokazuje da relativna

frekvencija padanja P konvergira
prema 0.5.

= U svakom se pojavljuje razlicita
relativna frekvencija.



Subjektivizam (Bayesova interpretacija)

" Vjerojatnost predstavlja nasu
vjeru (degree of rational belief) u FRsteFlortoNels
pojavljivanje nekog dogadaja s
obzirom na sve moguce podatke
koje imamo.

Evidence

Prior Beliefs

= Apriorna vjerojatnost.

= Korekcija poznatim dogadajima.



Subjektivizam (Bayesova interpretacija)

DID THE SUN JUST EXPLODE?

(ITS NIGHT, 50 WERE NOT SURE.)

THIS NEUTRINO DETECTOR MERSURES
WHETHER THE SUN HAS GONE NOVA.

THEN, TROWS TWO DICE. |F THEY
BOTH COME UP SIX, IT UES TO US.

OMHERWISE,, IT TELLS THE TRUTH.

LET's TRY.
DETECTOR! HAS THE
SUN GONE NOA?

’ sar-:s (O

FREQUENTIST STANSTICIAN: BAYESIAN STATISTIOAN:
THE PROBABILITY OF THIS RESULT
HHPPDIIBGBYCI-(HNCEIE:% 0027 BET YOU $50
IT HASNT,

ONCE p<0.05, T CONCLUDE
HRTTFE&NHHSE)@LDDED.

Ta

)

O
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Kockareva propast (Gambler’s Fallacy)

= Kada vidimo lokalnu " [gramo rulet i uzastopno kuglica
nebalansiranost ishoda dolazi na crvena polja.
vjerujemo u to da ce ih = Mora sada dodi na crnu.

buducnost izravnati. _
= Nakon svakog ishoda

" Svaka nebalansiranost mora vjerojatnost se resetira. Nema
rezultirati balansiranjem. paméenije.

" Vjerujemo u pravednost = VVjerojatnost da sljedeca kuglica
vjerojatnosti. dode na crno polje jednaka je

kao i da je prvi krug igre.



Svemir ne pamti ishode
slucajnih procesa



Koliko pisama ocekujemo ako 1000 puta
DACimo NovCic?

= Svaki pojedini eksperiment je = Jaki zakon velikih brojeva
50:50. = 1000 bacanja:
" Hocemo li na 1000 bacanja 500 + 16

dobiti 500 P i 500 G? ,
v e = 100 000 bacanja:
= Ocekivanije.
- . 50 000 = 160
» Standardna devijacija (varijanca). ,
= 10 000 000 bacanja:

5 000 000 = 1600



Normalna razdioba

0.40 1
0:35+
0:30-
0.25
0.20 1
0:15
0.10-
0:05~ 0.13% 2.14%
0.00

2.14% 0.13%

u—'4o U=—30 U—20 U-—-O U U+0 U+20 u+30 u-l-'4o



Sto je statistika?



Razlika izmedu vjerojatnosti i statistike

e Statistika se bavi pitanjima koja su na
neki nacin inverzna vjerojatnost.

* Vjerojatnost — promatramo neki proces
koji ima dozu slucajnosti ili nesigurnosti
u sebi | nesto o njemu zakljuCujemo
(deduktivan pristup).

e Statistika — prikupili smo podatke i
trazimo proces koji moze opisati te
podatke (induktivan pristup).




Testiranje statistickih hipoteza

= [strazivanje (hipoteza Ciju istinitost ne znamo)
" H, osnovna hipoteza (null)
" H, alternativa

" Prikupljamo podatke i radimo testnu statistiku.

" p vrijednost, vjerojatnost da smo u podacima
dobili to sto smo dobili uz hipotezu H,.

= Ako je p vrijednost manja od 5% odbacujemo
hipotezu Hy (5% je standardno u istrazivanjima).



Varaju li nas proizvodaci cokolade?

* Mjerenjem mase 20 istovrsnih Cokolada dobiveni su sljedeci
rezultati u gramima: 97, 99, 98, 96, 98, 101, 98, 95,97, 99, 98, 96,
97,98, 98, 100, 99,97,101, 98

» Pretpostavimo da se mase Ccokolada podvrgavaju normalnoj
razdiobi. Ako na omotu cokolade piSe da je njena masa 100 g,
mozemo li to zakljuciti na nivou znacajnosti od 5 %?

»" Hy osnovna hipoteza, srednja vrijednost iznosi 100 g

" H, alternativa, srednja vrijednost manja je od 100 grama
" Testna statistika, tablica, bla, bla bla,p = 0.00000769.

Ante Mimica, Marina Nincevic: Statistika, primjeri i zadaci, 16. listopada 2009.



There are three kinds of
lies: lies, damned lies,
and statistics.

Mark Twain, 1835. - 1910.




Vidimo li ispred sebe ljudska bica?

" Imamo grupu od 50 uzoraka (eksperimentalni subjekti, osobe).
" Hy osnovna hipoteza: to su ljudska bica.
» H, alternativa.

" Primijetimo da je jedan od eksperimentalnih subjekata albino sto je
vrlo rijetko jer se albinizam javlja jednom u 20 000 uzoraka.

" p vrijednost, vjerojatnost da smo u podacima pronasli albina uz
hipotezu da je rijeC o ljudskim bicima (H,) iznosi 0.0025 << 0.05.

" Odbacujemo hipotezu da se radi o ljudskim bi¢ima s vrlo visokom
razinom statisticke znacajnosti.

Joseph Berkson: Tests of significance considered as evidence, International Journal of Epidemiology,
Volume 32, Issue 5, October 2003, Pages 687-691



https://academic.oup.com/ije/article/32/5/687/665696

The statement need not
be true merely because

the jury has accepted it.
This ... is acknowledged

" in the rule allowing a

, verdict to be quashed or
revised.

Karl Popper, 1902. — 1994,



If your experiment
needs statistics, you
ought to have done a
better experiment.

Lord Ernest Rutherford, 1871.— 1937.




Kako se obraniti od statistickih testova?

* Sumnjajte u rezultat ako vam nisu rekli
velicinu uzorka na kojem provode
istrazivanje.

= Zapitajte se kako je prikupljen uzorak.

= Statisticka znacajnost nije isto Sto i
istinitost.

= Statisticka znacajnost nije isto Sto i
prakticna primjenjivost.

John P. A. loannidis: Why Most Published Research Findings Are False,

PLoS medicine, August 30, 2005

p-VALUE  INTERPRETATION
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https://journals.plos.org/plosmedicine/article?id=10.1371/journal.pmed.0020124

Greske u zakljucCivanju



Slucaj Sally Clark

» U razmaku od 14 mjeseci umrlo joj je dvoje novorodencadi (jedno s 8,
a drugo s 11 tjedana zivota).

* Uhicena je i osudena na dvije dozivotne robije 1999. godine.

" Na sudenju je svjedocio Sir Roy Meadow, strucnjak za smrt
novorodencadi (Sudden Infant Death Syndrome, SIDS).

" Po znanstvenim istrazivanjima vjerojatnost za SIDS je 1 u 8543.

" Po njegovoj procjeni to su dva neovisna dogadaja i vjerojatnost da

dvoje novorodencadi umre u istoj obitelji je 1 u 8543*8543 sto je
skoro 1 u 73 milijuna.



Slucaj Sally Clark

" To nisu bili neovisni dogadaiji.

» Tuziteljeva zabluda (Prosecutor’s
Fallacy), ako je vjerojatnost da je
netko nevin niska onda je
vjerojatnost da je kriv visoka.

= Zamijenili su nisku vjerojatnost
dogadaja s niskom vjerojatnoscu
nevinosti.

LLPORD ADN ERTISTR EHLRAOAY JUNE 1L Toes

ALFORD UNI MAN SAYS SALLY CLARK CONVICTION MAY BE WRONGBE

Maths professor challenges
double baby murder case
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William C. Thompson and Edward L. Schumann: Interpretation of Statistical Evidence in Criminal Trials: The

Prosecutor's Fallacy and the Defense Attorney's Fallacy, Law and Human Behavior, Vol. 11, No. 3 (Sep., 1987), pp.

167-187 (21 pages)


https://www.jstor.org/stable/1393631

To sto je vjerojatnost nekog
dogadaja niska ne znaci da se
on ne moze dogoditi

"... we do not convict people in these courts on statistics.
It would be a terrible day if that were so."
Mr Justice Harrison, R v. Sally Clark, November 1999



Bolnicke statistike

" Kod uzastopne smrti " Po bolnickim statistikama

novorodencadi: vjerojatnost da je Sally Clark
= 33% poznati medicinski uzroci, nevina iznosi 66% nasuprot
= 33% SIDS, procjene strucnjaka o 1 naprema
» 33% zlostavljanje. 73 milijuna.

Vincent Scheurer: Convicted on Statistics?, blog na Understanding Uncertainty



http://understandinguncertainty.org/node/545

/asto krivo
interpretiramo podatke?



Kako odabrati pravi uzorak?

Section of plane
Engine

Fuselage

Fuel system

Rest of the plane

Vincent Scheurer: Abraham Wald and the Missing Bullet Holes, Penguin Press

Bullet holes per square foot
1.323.

1.73

1.55

1.8

.._:::.:‘:... a .
e % .'0“7 - % -



https://medium.com/@penguinpress/an-excerpt-from-how-not-to-be-wrong-by-jordan-ellenberg-664e708cfc3d

Ima jos gresaka u zakljucivanju...

e WITHOUT DATA

= Hyperbolic Discounting Mental Error YUU‘RE JUST

otmosnss ANOTHER PERSON
WITH AN OPINION.
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Kauzalnost i korelacija

T USED 0 THINK THEN I TOOK A | | SOUNDS LKE THE
CORRELATION mmED STATISTICS CLASS. CLASS HELPED.
CAUSATION. Now I DON‘r WELL MAYBE

T[T
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Kauzalnost i korelacija

Worldwide non-commercial space launches
correlates with

Sociology doctorates awarded (US)

1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
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Kauzalnost i korelacija

Number of people who drowned by falling into a pool

correlates with

Films Nicolas Cage appeared in

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005
140 drownings

20 drownings

Swimming pool drownings

80 drownings
1999 2001 2002 2003 2004 2005

-~ Nicholas Cage - Swimming pool drownings
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/na li facebook da je netko terorist?

" 200 milijuna korisnika u SAD-u.

" Recimo da facebook ima popis
100 000 ljudi za koje je utvrdio
da je vjerojatnost da su teroristi
dvostruko veca u odnosu na
ostale ljude na facebooku.

" 1 naprema 2000 da se nadete na
listi.

Jordan Ellenberg: How not to be wrong, The Hidden Maths of Everyday Life, The Penguin Press 2015.



Sto ako saznate da je vas
susjed na tom popisu?



Gdje je vas susjed na listi?

" FB| ukupno prati cca 10 000 ljudi
(1 naprema 20 000 u odnosu na
bazu korisnika facebooka).

" Oni koji su na facebook listi
imaju dvostruko vecu Sansu da
su teroristi (1 naprema 10 000).

" Sigurno je lijevo jer ga je
facebook identificirao kao
potencijalnog terorista (nalazi se
na listi).




Je li susjed terorist ili ipak nije?

®" 199 990 000 ih je dolje (nisu
teroristi), a samo 99 990 ih je na
facebookovoj listi,
99 990/199 990 000 = 0.05%.

" Vjerojatnost da je nevina osoba
na listi iznosi 0.05% (statisticki
testirana hipoteza, p vrijednost
je manja od 5%).

" Vjerojatnost da je osoba na listi
nevina iznosi 99.99%.




Big Data



There’s only a handful of people at t
companies who understand how t

nese
nese

systems work, and even they don't
necessarily fully understand what's
going to happen with a particular piece
of content. So as humans we’ve almost
lost control over these systems. Because

they’re controlling the information

that

we see, they’re controlling us more than

we’re controlling th

em..

Sandy Parakilas, former operations manager at Facebook

NETFLIX



In no other branch of
mathematics is it so
easy for experts to

blunder as in probability
theory.

Martin Gardner 1914. — 2010.




Probability is the most
Important concept in
modern science, especially
as nobody has the
slightest notion what it
means.

Bertrand Russell, 1872. — 1970.



Monty Hall

Image: Sketchplanations

John Tierney: Behind Monty Hall's Doors: Puzzle, Debate and Answer?, The New York Times, July 21, 1991
Zachary Crocket: The Time Everyone “Corrected” the World’s Smartest Woman, Priceonomics, February 19, 2015



https://sketchplanations.com/
https://www.nytimes.com/1991/07/21/us/behind-monty-hall-s-doors-puzzle-debate-and-answer.html
https://priceonomics.com/the-time-everyone-corrected-the-worlds-smartest/

The applications of
knowledge, especially
mathematics, reveal the
unity of all knowledge. In a
new situation almost
anything and everything
you ever learned might be
applicable, and the artificial
divisions seem to vanish.

Richard Hamming, 1915. — 1998.



The first step is to
establish that
something is
possible; then
probability will
OCCUr.

Elon Musk 1971.
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Vjerojatno zelite saznati
joS nesto.



