KONACNO
PREDAVANJE O
BESKONACNOSTI
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UPOZORENJE PRIJE POCETKA

NISTA STO CU GOVORITI NIJE
ISTINA NEGO SAMO MOJE
SHVACANJE POJMOVA O
KOJIMA SAM RAZMISLJAO

_KORISTIO | O KOJIMA
SAM UCIO OD DRUGIH LJUDI.
SLOBODNO KORISTITE ONO /
STO VAM SE CINI ZANIMLJIVO
| RAZMISLJAJTE DALJE O
POJMOVIMA KOJE CU DANAS
SPOMINJATI.



UvOD



BESKONACNOST POSTOJI LI

PRONACI
L KONCEPT
OPIPATI VIDJETI DOZIVJETI
POTENCIJAL _
TOCKA
OSJETITI
, SINGULARITET J
KRECEMO _ZIvIMo
NEOGRANICENOST
> PUTOVANJA BEZ STIZANJA
VJECNOST ODUVIJEK ' ZAUVIJEK

BESKONACNOST
RAZLIKOVATI



ZASTO UOPCE RAZMISLJAMO O
BESKONACNOSTI?

WELL, WHEN YOu L0k
INTO INFINITY, YOU
REALIZE THAT THERE
ARE MORE {MPORTANT
o) THINGS THAN WHAT
I B SF PropLe DO ALL DAY .

IF PEQPLE SAT OQUTSIDE || How
AND LOOKED AT THE STARS || So°
EACH NIGHT, TLL BET THEYD
LINE A LOT DIFFERENTLY.




WE SPENT OUR
DAY LOOKING

UNDER ROCKS
IN THE CREEK.




KAKO SPOZNATI BESKONACNOST?

TEOLOGIJA OPISUJE NASU POTREBU ZA BESKONACNOSCU

FILOZOFIJA NAM OMOGUCUJE RAZVOJ KONCEPTA
BESKONACNOSTI

UMJETNOST KORISTIMO KAKO BISMO GLEDALI'U
BESKONACNOST

MATEMATIKA DAJE PRECIZAN OPIS BESKONACNOSTI

FIZIKA RAZMISLJA O TOME POSTOJI LI BESKONACNOST U
SVIJETU U KOJEM SE NALAZIMO



EVERYTHINGIS
NOTHING WITHA
TWIST.

C OO




FIZIKA ILI STVARNI SVIJET

JE LI SVEMIR KONACAN?
POSTOJE LI U NJEMU BESKONACNOSTI?
STO SE DOGAPA U CRNOJ RUPI?

DOBIJEMO LI KAO RJESENJE NEKOG PROBLEMA BESKONACNO
TO ZNACI DA SMO NEGDJE POGRIJESILI |[LI DA JE TEORIJA
KOJU KORISTIMO NEPOTPUNA.

TEORIJA JE OTISLA OD STVARNOSTI.



TWO THINGS ARE
INFINITE: THE UNIVERSE
AND HUMAN
STUPIDITY; AND I'M
NOT SURE ABOUT THE
UNIVERSE.




MATEMATIKA ILI STVARNI SVIJET

MORAMO PRECIZNO DEFINIRATI BESKONACNOST.
IMA VISE RAZLICITIH VRSTA BESKONACNOSTI.
LOGIKA NAM OMOGUCUJE PRECIZNOST | RAZUMIJEVANJE.
BESKONACNOST IMA SVOJ SIMBOL, .

SVAKODNEVNO KORISTAN POJAM BEZ KOJEG NE MOZEMO



WHAT WE CANNOT
SPEAK ABOUT CLEARLY
WE MUST PASS OVER
IN SILENCE.




APSTRAKTNA ODVOJENA
REALNA POSTOJI NEOVISNO
LJUDSKA APSTRAKTNE
MATEMATIKE
TRANSCEDENTNIH ISTINA
STVARNI SVIJET

STRUKTURE FIBONACCIJEV NIZ
LOGARITAM
FRAKTALE ZLATNI REZ

| JEZIK PRIRODE
IZNIMNO INTELIGENTNA BICA
JEZIK
ODVOJENA
STROJEVI MISLITI



PRETHODNE REéENIQE PUSTA
SU ROMANTIKA, PRICA
KOJOM SIRIMO MITOLOGIJVU.

MATEMATIKA, JEDINA KOJU SMO DO DANA DANASNJEG UPOZNALI, IZRASTA 1Z
PRIRODE NASEG MOZGA | PRODUKT JE NJEGOVE EVOLUCIJE | UTJELOVLJENJA
NASE MISLI. O MATEMATICKIM POJMOVIMA RAZMISLIAMO KROZ SPAJANJE
KONCEPATA | METAFORE. NE MOZEMO SE U POTPUNOSTI ODVOJITI OD TIJELA
U KOJEM ZIVIMO | MISLIMO. KAKO BISMO RAZMISLJALI O ZBRAJANJU DA
UMJESTO 5 IMAMO 6 PRSTIJU NA RUCI.




ROMANTIKA, MITOLOGIJA, RELIGIJA
ILINESTO OD SVEGA PO MALO

YOU KNOW, I ) YEAH. ALL THESE EQUATIONS | THIS WHOLE BOOK 1S FUlL
ION?

DONT THINK [ A RELIG ARE L\KE MIRACILES. YOU | OF THINGS THAT HAVE TO
MATH 1S A TAKE TWO NUMBERS AND WHEN | BE ACCEPTED ON FAITH!
SCENCE. I s YOU ADD THEM, THEY MAGIQAWY [ 1IT'S A
THINK 1TS 23 § BECOME ONE NEW NUMBER / | RE[\GION ! 7N
A REL\GION. I s NO ONE CAN SAY HOW T I

=

& HAPPENS. YOU E\THER BELIEVE
T OR YOU DONT.

> 1991 Wanerson'Distrdbuted by Unwersal




KOGNITIVNA ZNANOST | NASE
RAZUMIJEVANJE SVIJETA

??9

LJUDI  RAZMISLJAJU  NA
NACIN NA KOJI RAZMISLJAJU,
A KOGNITIVNA  ZNANOST
POKUSAVA SHVATITI KOJI JE
TO NACIN. AKO  LJUDI
ODREPENI POJAM, KAO STO
JE NPR. BESKONACNOST,
ZAMISLUAJU NA NEKI NACIN
ONDA TREBAMO RAZUMJETI
ZASTO JE TO TAKO.

9




UM JE UTJELOVLJEN.
MISAO JE PODSVJESNA.
APSTRAKTNI KONCEPTI SU

METAFORE.

TRl OSNOVNA PRINCIPA DO KOJIH SMO DOSLI PROMISLJANJIMA |
IZTRAZIVANJIMA U PODRUCJU KOGNITIVNE ZNANOSTI.




THERE EXISTS NO
PERSON FOR WHOM
THOUGHT HAS BEEN

EXTRUDED FROM THE
BODY. THERE IS NO
REAL PERSON WHOSE

EMBODIMENT PLAYS =

NO ROLE IN MEANING.




MOZAK I SVIJET

NE MOZEMO ZANEMARITI EVOLUCIJSKE
PROCESE KROZ KOJE SMO PROSL, A U
PROUCAVANJU MATEMATIKE UPRAVO TO
RADIMO. PITANJE JE LA KOJA
PROMISLJANJA JE MOZAK _ UOPCE
SPOSOBAN | ZASTO ON VIDI TO STO VIDI.
STO AKO SU STRUKTURA |
KOMPOZIBILNOST SVOJSTVO NASEG
MOZGA, A NE STVARNOSTI? MOZDA VIDIMO
STRUKTURU JER  NE MOZEMO VIDJETI
DRUGACIJE? MOZDA JE TO EPISTEMOLOSKI|,
A NE ONTOLOSKI PROBLEM.

;

()

)



2.
BESKONACNOST



DVIJE FUNDAMENTALNO RAZLICITE
VRSTE BESKONACNOSTI

POTENCIJALNA
BESKONACNOST

POSTUPAK KOJI MOZEMO
NASTAVITI PROVODITI BEZ DA
SE ZAUSTAVIMO JER KRAJ NE
POSTOJI. OPISUJE TO DA
NEKI POSTUPAK NEMA
RIRODNI_KRAJ. UVIJEK NA
ROJ MOZEMO DODATI +1 ILI
RODULJITI PRAVAC. IMAMO
RAVILO.

U U U




STO ZNACI IMAMO
PRAVILO?

MOZEMO JEDNOSTAVNO NEKOME
OBJASNITI STO MORA RADITI
KAKO Bl NASTAVIO PROVODITI
PROCES. PRAVILO Bl  BIO
ALGORITAM ILI RECEPT, NESTO STO
MOZEMO JEDNOSTAVNO SLIJEDITI.




O CIPELAMA | CARAPAMA

Y/ Y

%




DVIJE FUNDAMENTALNO RAZLICITE
VRSTE BESKONACNOSTI

AKTUALNA
BESKONACNOST

OBJEKT KOJI JE NA NEKI
NACIN BESKONACAN, SKUP
KOJI SADRZI BESKONACNO
MNOGO ELEMENATA. [AKO
BROJATI MOZEMO ZAUVIJEK
TO NE ZNACI DA POSTOJI
SKUP KOJI SADRZI SVE TE
BROJEVE. TAKAV SKUP JE
AKTUALNA BESKONACNOST



AKTUALNA BESKONACNOST

POSTUPAK KOJI MOZEMO ZAUVIJEK PONAVLJATI NEMA SVOJ
PRIRODNI KRAJ. AKTULNA BESKONACNOST BILA Bl UPRAVO
TAJ KRAJ KOJI NE POSTOJI. TO JE METAFORA KOJU
IZRAZAVAMO GRANICNIM PROCESOM, PROCEDUROM KOJA
CE NAM OBJASNITI STO JE TO STO NAS OCEKUJE NA KRAJU
POSTUPKA KOJI' PROVODIMO. SVAKIM KORAKOM KOJI
PROVODIMO PRIBLIZAVAMO SE TOM ZAMISLJENOM KRAJU,
ALl KROZ PROVOBPENJE TIH KORAKA NECEMO NIKADA DOC]
DO KRAJA. Ml KRAJ, TAJ PRIJELAZ NA AKTUALNU
BESKONACNOST, ZAMISLJAMO KAO | SVE DRUGE POJMOVE,
AKTUALNU BESKONACNOST SHVACAMO KROZ METAFORE.




KAKO KONACNOM TIJELU, U KOJEM
DOZIVLJAVAMO SAMO KONACNA

ISKUSTVA | KOJE SE NALAZI U
KONACNOSTI, OBJASNITI POJAM

AKTUALNE BESKONACNOSTI?

JEDINO I ISKLJUCIVO METAFORAMA.




POTENCIJALNAI
AKTUALNA
BESKONACNOST

uZMiMO  BROJ  JEDAN  KAO
POCETAK NIZA BROJEVA. SVAKI
SLJEDECI BROJ KONSTRUIRAMO
DIJELIENJEM TRENUTNOG BROJA S
DVA.




POTENCIJALNAI
AKTUALNA
BESKONACNOST

uZMiMO  BROJ  JEDAN  KAO
POCETAK NIZA BROJEVA. SVAKI
SLJEDECI BROJ KONSTRUIRAMO
DIJELIENJEM TRENUTNOG BROJA S
DVA.



POTENCIJALNAI
AKTUALNA
BESKONACNOST

uZMiMO  BROJ  JEDAN  KAO
POCETAK NIZA BROJEVA. SVAKI
SLJEDECI BROJ KONSTRUIRAMO
DIJELIENJEM TRENUTNOG BROJA S
DVA.
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POTENCIJALNAI
AKTUALNA
BESKONACNOST

uZMiMO  BROJ  JEDAN  KAO
POCETAK NIZA BROJEVA. SVAKI
SLJEDECI BROJ KONSTRUIRAMO
DIJELIENJEM TRENUTNOG BROJA S
DVA.



POTENCIJALNAI
AKTUALNA
BESKONACNOST

uZMiMO  BROJ  JEDAN  KAO
POCETAK NIZA BROJEVA. SVAKI
SLJEDECI BROJ KONSTRUIRAMO
DIJELIENJEM TRENUTNOG BROJA S
DVA.

0 0.25

0.5



STO JE OVDJE POTENCIJALNA, A STO
AKTUALNA BESKONACNOST?

0 0.25 0.5 1



3.
SMISAO BROJA,
BROJANJAI
ZBRAJANJA




STO ZNACI BROJATI |
KAKO BROJIMO?

IMAMO DVA SKUPA ILI DVIJE
KLASE ELEMENATA. JEDAN SKUP JE
SKUP PRSTIJU, A DRUGI SKUP JE
SKUP PIKULA. ZANIMA NAS IMA LI
PIKULA JEDNAKO MNOGO KAO |
PRSTIJU.

o




STO ZNACI BROJATI |

KAKO BROJIMO?

IMAMO DVA SKUPA ILI DVIJE
KLASE ELEMENATA. JEDAN SKUP JE
SKUP PRSTIJU, A DRUGI SKUP JE
SKUP PIKULA. ZANIMA NAS IMA LI
PIKULA JEDNAKO MNOGO KAO |
PRSTIJU. KAKO BISMO  DALI
ODGOVOR NA PRETHODNO
PITANJE MORAMO USPOREDITI
PRSTE | PIKULE.




BROJIMO

USPOREDIVANJEM

PRSTE | PIKULE DOVODIMO U VEZU
JEDAN NA JEDAN TAKO DA SVAKI
PRST POVEZEMO SA  SAMO
JEDNOM PIKULOM | SVAKU PIKULU
POVEZEMO SA SAMO JEDNIM
PRSTOM. PRSTA | PIKULA IMA
JEDNAKO MNOGO AKO SMO IH
USPJELI POVEZATI NA TAJ NACIN.

+




JEDNAKOBROJNOST

U PRETHODNOM PRIMJERU VIDIMO
FREGEOV  PRISTUP  PROBLEMU
JEDNAKOBROJNOSTI. DVA SKUPA
IMAJU ISTI BROJ ELEMENATA AKO
IM SE ELEMENTI MOGU POVEZATI
JEDAN NA JEDAN. TAJ NACIN
RAZMISLIANJA ZOVEMO CANTOR-
HUMEOV PRINCIP.

+




STO JE TO BROJ?

S JEDNE STRANE IMAMO
ZNAMENKE S KOJIMA SMO SE
UPOZANLI JOS DOK SMO BILI MALI,
A S DRUGE STRANE SU BROJEVI.
Z/NAMENKE SU  SAMO _ KOD,
OZNAKA ZA BROJEVE, ALl STO JE
10 STO0 S TIM ZNAMENKAMA
OZNACAVAMO? KOJA JE TO
INFORMACIJA KOJU IZRAZAVAMO
BROJEM?

DIOLY
DICIEY
DIOI®
QIfIO



N

STO JETO BROJ

e
7 ~
/ SN\
/ \
] \
| \
| |
| |
| |
| /
\\ /
\ /
\\____,/
/’—--~~\~~
7 ——————
\ :
\
\\
\\\ @
~
S
~
~
~
~
\\s



N

STO JETO BROJ

-
R —

/ \
/ \
/ \
/ \
/
/

-— el
- <
\

\"""\

-— e e

\
Vg S /
! SN /
/ \ /
r ! /
H I / /
\ ! / /
\ | | /
\ / | /
\ / | /
\ /
\ /
N 7
\ -
/l' ‘\\
\‘l'l, \‘Il‘.lll"l
\\ /// \\\ //
- - Vd
_s — N 3 ///
“ \
\
\ \ \
\
\



BROJ JEONO STO

DODJELJUJEMO KLASI

STO GOD BROJEVI BILl, PO
CANTOR-HUMEOVOM PRINCIPU,
PRIDRUZUJEMO |H ODREBENIM
SKUPOVIMA ILI KLASAMA NA
NACIN DA JEDNAKOBROJNIM
KLASAMA DODIJELIMO  ISTI
BROJ, A KLASAMA KOJE NISU
JEDNAKOBROJNE  DODIJELIMO
RAZLICITE BROJEVE.
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BROJEVIMA KLASIFICIRAMO
JEDNAKOBROJNE SKUPOVE.

SVE DRUGO PROIZLAZI 1Z OVOGA. ZBRAJANJE BROJEVA _ KAO
GRUPIRANJE KLASA, ODUZIMANJE KAO MICANJE [Z KLASA, MNOZENJE
KAO UZASTOPNO ZBRAJANJE, DIJELJENJE KAO GRUPIRANJE | MICANJE
IZ KLASA U ODNOSU NA DRUGU KLASU, NEGATIVNI BROJEVI KAO
KONCEPT ODUZIMANJA ZBRAJANJEM, RAZLOMCI KAO OMJERI KLASA...




ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA

MOZEMO LI ZBRAJATI BESKONACNO MNOGO PRIBROJNIKA |
DOBITI NESTO SMISLENO?



ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA

MOZEMO LI ZBRAJATI BESKONACNO MNOGO PRIBROJNIKA |
DOBITI NESTO SMISLENO?

l+1+1T+1+1+1+1+ .=



ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA

MOZEMO LI ZBRAJATI BESKONACNO MNOGO PRIBROJNIKA |
DOBITI NESTO SMISLENO?

l+1+1+1+1+1+]1+ . =0



ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA

MOZEMO LI ZBRAJATI BESKONACNO MNOGO PRIBROJNIKA |
DOBITI NESTO SMISLENO?

Tttt 1.1, _
It 4T8TI6730T T



ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA




ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA




ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA




ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA




ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA




ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA




KAKO ZNAMO DA SMO ISPUNILI
CIJELI KVADRAT?

AKO NISMO ISPUNILI CIJELI
KVADRAT TO ZNACI DA JE
NEKA TOCKA OSTALA IZVAN
| DA JE NISMO POKRILL

POSTOJILI TAKVA TOCKA?




KAKO ZNAMO DA SMO ISPUNILI
CIJELI KVADRAT?




KAKO ZNAMO DA SMO ISPUNILI
CIJELI KVADRAT?




KAKO ZNAMO DA SMO ISPUNILI
CIJELI KVADRAT?




KAKO ZNAMO DA SMO ISPUNILI

CIJELI KVADRAT?




ZNAMO JER MOZEMO ZADATI
PRAVILO | MOZEMO DOKAZATI
DA CEMO KORISTECI KORAK
PO KORAK TO PRAVILO,
POKRITI SVE TOCKE.

KLJUCNO JE TO DA IMAMO PRAVILO.




ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA




ZBRAJANJE BESKONACNO MNOGO
PRIBROJNIKA

MOZEMO LI ZBRAJATI BESKONACNO MNOGO PRIBROJNIKA |
DOBITI NESTO SMISLENO?
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DIJELJENJE VREMENA

NA ISTI NACIN KAO STO SMO
POVRSINU PODIJELILI NA
BESKONACNO MNOGO DIJELOVA
MOZEMO  NA  BESKONACNO
MNOGO  DIJELOVA  PODIJELITI
DULJINU | VRIJEME. TO ZNACI DA
UNUTAR JEDNE SEKUNDE, JEDNOG
SATA ILI JEDNOG DANA MOZEMO
NAPRAVITI BESKONACNO MNOGO
KORAKA. BITNO JE DA SE RAZMAK
IZMEDBU DVA KORAKA SMANJUJE.



DIJELJENJE VREMENA




DIJELJENJE VREMENA




DIJELJENJE VREMENA




DIJELJENJE VREMENA




DIJELJENJE VREMENA




DIJELJENJE VREMENA




RAZMAK IZMEDU SVAKA DVA
UZASTOPNA KORAKA
SMANJUJE SE NA POLA.DO
PUNE MINUTE PRODEMO
BESKONACNO KORAKA.

NA TAJ NACIN, JEDNAKO KAO STO SMO DIJELILI | POVRSINU KVADRATA,
MOZEMO BESKONACNO MNOGO VREMENSKIH ODSJECAKA STAVITI U
KONACNO MNOGO VREMENA.




4.
PRIMJERI |
PRINCIPI




NAJVECI BROJ KOJI POSTOJI

BESKONACNOST JE NAJVECI BROJ KOJI POSTOJI | NE
POSTOJI VECI BROJ OD NJEGA. STO GOD DODAMO NA
BESKONACNOST DOBIJEMO OPET BESKONACNOST.

ZATO JET+ 00 =00



NAJVECI BROJ KOJI POSTOJI

BESKONACNOST JE NAJVECI BROJ KOJI POSTOJI | NE
POSTOJI VECI BROJ OD NJEGA. STO GOD DODAMO NA
BESKONACNOST DOBIJEMO OPET BESKONACNOST.

ZATO JET+ 00 =00
ODUZMEMO LI S OBJE STRANE « DOBIJEMO 1= 0.



HILBERTOV HOTEL

IMAMO HOTEL S BESKONACNO
MNOGO SOBA | SVAKA SOBA
OZNACENA JE JEDNIM BROJEM,
1, 2, 3, 4, ... SVE SOBE SU PUNE.
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HILBERTOV HOTEL

IMAMO HOTEL S BESKONACNO
MNOGO SOBA | SVAKA SOBA
OZNACENA JE JEDNIM BROJEM,
1, 2, 3, 4, ... SVE SOBE SU PUNE.
DODE NOVI GOST. STO CEMO S
NJIM?
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HILBERTOV HOTEL

IMAMO HOTEL S BESKONACNO
MNOGO SOBA | SVAKA SOBA
OZNACENA JE JEDNIM BROJEM,
1, 2, 3, 4, ... SVE SOBE SU PUNE.
DODE NOVI GOST. STO CEMO S
NJIM? STO AKO DODE CIJELI
AUTOBUS S 32 NOVA GOSTA?
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HILBERTOV HOTEL

IMAMO HOTEL S BESKONACNO
MNOGO SOBA | SVAKA SOBA
OZNACENA JE JEDNIM BROJEM,
1, 2, 3, 4, ... SVE SOBE SU PUNE.
DODE NOVI GOST. STO CEMO S
NJIM? STO AKO DODE CIJELI
AUTOBUS S 32 NOVA GOSTA?

STO AKO DODE BESKONACNO
MNOGO NOVIH GOSTIJU?
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PREBROJIVI SKUPOVI

ZA SKUP KAZEMO DA JE PREBROJIV
AKO JE JEDNAKOBROJAN SKUPU
PRIRODNIH BROJEVA, T1J. AKO SE
NJEGOVI ELEMENTI MOGU DOVESTI
U VEZU JEDAN NA JEDAN S
PRIRODNIM BROJEVIMA.



PREBROJIVI SKUPOVI

ZA SKUP KAZEMO DA JE PREBROJIV
AKO JE JEDNAKOBROJAN SKUPU
PRIRODNIH BROJEVA, T1J. AKO SE
NJEGOVI ELEMENTI MOGU DOVESTI
U VEZU JEDAN NA JEDAN S
PRIRODNIM BROJEVIMA.

VRECA S LOPTAMA




PREBROJIVI SKUPOVI

ZA SKUP KAZEMO DA JE PREBROJIV
AKO JE JEDNAKOBROJAN SKUPU
PRIRODNIH BROJEVA, T1J. AKO SE
NJEGOVI ELEMENTI MOGU DOVESTI
U VEZU JEDAN NA JEDAN S
PRIRODNIM BROJEVIMA.



PREBROJIVI SKUPOVI

ZA SKUP KAZEMO DA JE PREBROJIV
AKO JE JEDNAKOBROJAN SKUPU
PRIRODNIH BROJEVA, T1J. AKO SE
NJEGOVI ELEMENTI MOGU DOVESTI
U VEZU JEDAN NA JEDAN S
PRIRODNIM BROJEVIMA.
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PREBROJIVI SKUPOVI

ZA SKUP KAZEMO DA JE PREBROJIV
AKO JE JEDNAKOBROJAN SKUPU
PRIRODNIH BROJEVA, T1J. AKO SE
NJEGOVI ELEMENTI MOGU DOVESTI
U VEZU JEDAN NA JEDAN S
PRIRODNIM BROJEVIMA.




STOJES
RAZLOMCIMA?

RAZLOMKE MOZEMO PRIKAZATI
KAO OMJER DVIJE DULJINE, DVA
PRIRODNA BROJA. SKUP KOJI
SADRZI SVE RAZLOMKE ZOVEMO
SKUP RACIONALNIH BROJEVA.



STOJES
RAZLOMCIMA?

RAZLOMKE MOZEMO PRIKAZATI
KAO OMJER DVIJE DULJINE, DVA
PRIRODNA BROJA. SKUP KOJI
SADRZlI SVE RAZLOMKE ZOVEMO
SKUP RACIONALNIH BROJEVA.

PITANJE JE LI SKUP RACIONALNIH
BROJEVA PREBROJIV.



STOJES

RAZLOMCIMA?

IZMEDU SVAKA DVA PRIRODNA
BROJA IMAMO BESKONACNO
MNOGO RACIONALNIH BROJEVA.




STOJES
RAZLOMCIMA?

ZATO STO RAZLOMKE MOZEMO

PRIKAZATI KAO  OMUER
PRIRODNA BROJA MOZEMO
PRIKAZATI |  KAO TOCKE
KOORDINATNOM SUSTAVU
KOJEMU JE KOORDINATA
BROJNIK, A KOORDINATA
NAZIVNIK RAZLOMKA.
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STOJES
RAZLOMCIMA?

ZATO STO RAZLOMKE MOZEMO
PRIKAZATI KAO OMJER DVA
PRIRODNA BROJA MOZEMO IH
PRIKAZATI |  KAO TOCKE U
KOORDINATNOM SUSTAVU U
KOJEMU JE KOORDINATA
X BROJNIK, A KOORDINATA
Y NAZIVNIK RAZLOMKA.
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STOJES
RAZLOMCIMA?

ZATO STO RAZLOMKE MOZEMO
PRIKAZATI KAO OMJER DVA
PRIRODNA BROJA MOZEMO IH
PRIKAZATI |  KAO TOCKE U
KOORDINATNOM SUSTAVU U
KOJEMU JE KOORDINATA
X BROJNIK, A KOORDINATA
Y NAZIVNIK RAZLOMKA.

SKUP RACIONALNIH BROJEVA JE
PREBROJIV.
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NISU SVI SKUPOVI

PREBROJIVI

CANTOR JE KONSTRUKCIJOM KOJU
U ANALITICKOJ FILOZOFIJI ZOVEMO
DIJAGONALNI POSTUPAK DOKAZAO
DA SKUP REALNIH BROJEVA NIJE
PREBROJIVI. REALNIH BROJEVA IMA
PUNO VISE NEGO STO IMA
PRIRODNIH BROJEVA | RAZLOMAKA.
ZATO ZA SKUP REALNIH BROJEVA
KAZEMO DA JE NEPREBROJIV.




NISU SVI SKUPOVI

PREBROJIVI

CANTOR JE KONSTRUKCIJOM KOJU
U ANALITICKOJ FILOZOFIJI ZOVEMO
DIJAGONALNI POSTUPAK DOKAZAO
DA SKUP REALNIH BROJEVA NIJE
PREBROJIVI. REALNIH BROJEVA IMA
PUNO VISE NEGO STO IMA
PRIRODNIH BROJEVA | RAZLOMAKA.
ZATO ZA SKUP REALNIH BROJEVA
KAZEMO DA JE NEPREBROJIV.

PREBROJIV SKUP JE NESTO
DISKRETNO DOK SU REALNI BROJEVI
KONTINUUM.




NISU SVI SKUPOVI

PREBROJIVI

CANTOR JE KONSTRUKCIJOM KOJU
U ANALITICKOJ FILOZOFIJI ZOVEMO
DIJAGONALNI POSTUPAK DOKAZAO
DA SKUP REALNIH BROJEVA NIJE
PREBROJIVI. REALNIH BROJEVA IMA
PUNO VISE NEGO STO IMA
PRIRODNIH BROJEVA | RAZLOMAKA.
ZATO ZA SKUP REALNIH BROJEVA
KAZEMO DA JE NEPREBROJIV.

PREBROJIV SKUP JE NESTO
DISKRETNO DOK SU REALNI BROJEVI
KONTINUUM.




OBA SKUPA BESKONACNO SU
VELIKA, ALI NA PRAVCU IMA
VISE TOCAKA NEGO STO
POSTOJI PRIRODNIH BROJEVA

TE DVIJE BESKONACNOSTI SU RAZLICITE | MOZEMO RECI KOJA JE OD
NJIH DVIJE VECA. MOZEMO KONSTRUIRATI | DRUGE BESKONACNOST],
CIJELU HIJERARHIJU.




KONTINUUM

PREBROJIVOST

BESKONACNOST STROGO IZMEDU
PREBROJIVOSTI
KONTINUUMA HIPOTEZA KONTINUUMA
KURT GODEL

PAUL COHEN



REALNI BROJEVI

RACIONALNI BROJEVI

MOZEMO IH NAPISATI KAO
OMJER DVIJE  VELICINE,
DRUGA DVA BROJA, KAO
RAZLOMAK. ONI UPRAVO |
PREDSTAVLJAJU OMJERE.



REALNI BROJEVI

RACIONALNI BROJEVI

MOZEMO IH NAPISATI KAO
OMJER DVIJE  VELICINE,
DRUGA DVA BROJA, KAO
RAZLOMAK. ONI UPRAVO |
PREDSTAVLJAJU OMJERE.

IRACIONALNI BROJEVI

MOZEMO DOKAZATI DA [H
NE MOZEMO NAPISATI U
OBLIKU RAZLOMKA. TAKVIH
BROJEVA IMA PUNO | S
NJIMA STE SE SRELI JOS U
OSNOVNOJ SKOLI KADA STE
KRENULI UCITI KORIJENE. NO,
IRACIONALNIH BROJEVA IMA
PUNO VISE NEGO STO IMA
KORIJENA.



IRACIONALNI BROJEVI

IRACIONALNI BROJEVI JEDNA SU
OD NAJVECIH POBJEDA
APSTRAKTNOG UMA | /BOG TE
POBJEDE LJUDI SU MUCENI |
UBIJANI. RAZUMIJEVANJEM
IRACIONALNIH BROJEVA DOSLI
SMO DO REALNIH BROJEVA | Tl
BROJEVI OMOGUCUJU  NAM
SMISLENOST RACUNSKIH
OPERACIJA KOJE SVAKODNEVNO
KORISTIMO.

ALGEBARSKI LI TRANSCEDENTNI
IRACIONALNI BROJEVI.




ALGEBRASKI BROJEVI

ALGEBARSKE BROJEVE MOZEMO
DOBITI KAO RJESENJA JEDNADZBI
S CJELOBROJNIM KOEFICIJENTIMA.
TO SU JEDNADZBE KOJE STE
VIDJELI U SREDNJOJ SKOLI




TRANSCEDENTNI

BROJEVI

ALGEBARSKE BROJEVE MOZEMO
DOBITI KAO RJESENJA JEDNADZBI
S CJELOBROJNIM KOEFICIJENTIMA.
TO SU JEDNADZBE KOJE STE
VIDJELI U SREDNJOJ SKOLI. ONI
KOJE NE MOZEMO DOBITI KAO
RJESENJA  TAKVIH  JEDNADZBI
/OVEMO TRANSCEDENTNIL




TRANSCEDENTNI
BROJEVI

ALGEBARSKE BROJEVE MOZEMO
DOBITI KAO RJESENJA JEDNADZBI
S CJELOBROJNIM KOEFICIJENTIMA.
TO SU JEDNADZBE KOJE STE
VIDJELI U SREDNJOJ SKOLI. ONI
KOJE NE MOZEMO DOBITI KAO
RJESENJA  TAKVIH  JEDNADZBI
/OVEMO TRANSCEDENTNIL

U  NASUMICNOSTI  MOZEMO
PRONACI RED.




STO JE SVE NA PRAVCU?

PRAVAC JE KONTINUUM | SASTOJI SE
OD RACIONALNIH I IRACIONALNIH

(ALGEBARSKIH | TRANSCEDENTNIH)
BROJEVA.

—tt—+—+—
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NEPREBROJIVOST JE

KONTRAINTUITIVNA

KAO | KOD PREBROJIVIH SKUPOVA
BROJ ELEMENATA NE IGRA BITNU
ULOGU. KRACA KONTINUIRANA
CRTA NAPRAVLJENA JE OD
JEDNAKO MNOGO TOCAKA KAO |
DULJA KONTINUIRANA CRTA.

i




ZDRAVORAZUMSKI

PRINCIPI

CANTOR-HUMEOV PRINCIP KAZE
DA SU SVAKA DVA SKUPA KOJA SE
MOGU POVEZATI JEDAN NA JEDAN
JEDNAKO VELIKA, TJ. IMAJU ISTI
BROJ ELEMENATA.  EUKLIDOV
PRINCIP KAZE DA JE SVAKI DIO
OBJEKTA MANJI OD POCETNOG
OBJEKTA. TA DVA PRINCIPA SU U
KONTRADIKCUJL




KOLIKO LOPTI JE U KUTUJI?

IMAMO BESKONACNO MNOGO LOPTI
OZNACENIH BROJEVIMA 1, 2, 3, 4, .. IZVAN KUTIE

VRECA S OZNACENIM
LOPTAMA

KUTIJA




KOLIKO LOPTI JE U KUTUJI?

IMAMO BESKONACNO MNOGO LOPTI
OZNACENIH BROJEVIMA 1, 2, 3, 4, ... U
NULTOJ  SEKUNDI  UBACIMO  PRVIH
10 LOPTI, OZNACENIH BROJEVIMA 1 DO 10,
U KUTIJU




KOLIKO LOPTI JE U KUTUJI?

IMAMO BESKONACNO MNOGO LOPTI
OZNACENIH BROJEVIMA 1, 2, 3, 4, ... U
NULTOJ  SEKUNDI  UBACIMO  PRVIH
10 LOPTI, OZNACENIH BROJEVIMA 1 DO 10,
U KUTIJU | 1ZVADIMO LOPTU OZNACENU
BROJEM 1




KOLIKO LOPTI JE U KUTUJI?

IMAMO BESKONACNO MNOGO LOPTI
OZNACENIH BROJEVIMA 1, 2, 3, 4, ... U
NULTOJ  SEKUNDI  UBACIMO  PRVIH
10 LOPTI, OZNACENIH BROJEVIMA 1 DO 10,
U KUTIJU | 1ZVADIMO LOPTU OZNACENU
BROJEM 1 NAKON POLA SEKUNDE
UBACIMO LOPTE OZNACENE BROJEVIM
11 DO 20 U KUTIJU | IZVADIMO LOPTU
OZNACENU BROJEM 2.




KOLIKO LOPTI JE U KUTUJI?

IMAMO BESKONACNO MNOGO LOPTI
OZNACENIH BROJEVIMA 1, 2, 3, 4, ... U
NULTOJ  SEKUNDI  UBACIMO  PRVIH
10 LOPTI, OZNACENIH BROJEVIMA 1 DO 10,
U KUTIJU | IZVADIMO LOPTU OZNACENU
BROJEM 1 NAKON POLA SEKUNDE
UBACIMO LOPTE OZNACENE BROJEVIM
11 DO 20 U KUTIJU | IZVADIMO LOPTU
OZNACENU BROJEM 2. NAKON CETVRTINE
SEKUNDE STAVIMO UBACIMO OZNACENE
BROJEVIM 21 DO 30 U KUTIJU | IZVADIMO
LOPTU OZNACENU BROJEM 3 VAN.




KOLIKO LOPTI JE U KUTUJI?

NASTAVIMO PO ISTOM PRAVILU DALJE. U
SVAKOM KORAKU STAVIMO NOVIH
9 LOPTI U KUTWJU | [ZVADIMO
SLJEDECU LOPTU PO REDU VAN.

KOLIKO LOPTI JE U KUTIJI NAKON JEDNE
SEKUNDE?




U KUTIJI VISE NEMA LOPTI



U KUTIJI VISE NEMA LOPTI

MORAMO RAZMISLJATI O BROJEVIMA
KOJE SMO NAPISALI NA LOPTU. LOPTA S
KOJEM BROJEM JE MOGLA OSTATI U
KUTIJI? NITI JEDNA JER KOJI GOD BROJ
DA UZMEMO U OBZIR U PROCESU
BESKONACNOG PREBACIVANJA LOPTI IZ
VRECE U KUTIJU | VABENJU JEDNE LOPTE
IZ KUTIJE VAN, LOPTU S TIM BROJEM
IZVADILI SMO VAN. LOPTU SA SVAKIM
BROJEM KOJEG ZAMISLITE 1ZVADILI SMO
VAN. ZATO U KUTHI NIJE OSTALA NITI
JEDNA LOPTA.



KOLIKO JE TRI PUTA

JEDNA TRECINA?

JEDNA TRECINA JE BROJ KOJI
DOBIJEMO DIJELJENJEM  BROJA
JEDAN BROJEM TRI. MOZEMO GA
PRIKAZATI KAO RAZLOMAK



KOLIKO JE TRI PUTA 03333333333

[

JEDNA TRECINA?

JEDNA TRECINA JE BROJ KOJI 333333333333
DOBIJEMO  DIJELJENJEM BROJA

JEDAN BROJEM TRI. MOZEMO GA

PRIKAZATI KAO RAZLOMAK IL|

KRENUTI DIJELITI BROJ JEDAN S 333333333333
BROJEM TRI NA ONAJ NACIN NA

KOJI SU NAS UCILI DIJELITI U SKOLI.

333333333333
333333333333



KOLIKO JE TRI PUTA
JEDNA TRECINA?

JEDNA TRECINA JE BROJ KOJI
DOBIJEMO DIJELJENJEM  BROJA
JEDAN BROJEM TRI. MOZEMO GA
PRIKAZATI KAO RAZLOMAK ILI
KRENUTI DIJELITI BROJ JEDAN S
BROJEM TRI NA ONAJ NACIN NA
KOJI SU NAS UCILI DIJELITI U SKOLI.
NEMA KRAJA TOM DIJELJENJU JER
SE POSTUPAK PONAVLJA CIJELO
VRIJEME

0.3333333333333333333333333
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KOLIKO JE TRI PUTA
JEDNA TRECINA?

JEDNA TRECINA JE BROJ KOJI
DOBIJEMO DIJELJENJEM  BROJA
JEDAN BROJEM TRI. MOZEMO GA
PRIKAZATI KAO RAZLOMAK ILI
KRENUTI DIJELITI BROJ JEDAN S
BROJEM TRI NA ONAJ NACIN NA
KOJI SU NAS UCILI DIJELITI U SKOLI.
NEMA KRAJA TOM DIJELJENJU JER
SE POSTUPAK PONAVLJA CIJELO
VRIJEME | STALNO DODAJEMO
NOVU TROJKU NA KRAJ.
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KOLIKO JE TRI PUTA

JEDNA TRECINA?

JEDNA TRECINA JE BROJ KOJI
DOBIJEMO DIJELJENJEM  BROJA
JEDAN BROJEM TRI. MOZEMO GA
PRIKAZATI KAO RAZLOMAK ILI
KRENUTI DIJELITI BROJ JEDAN S
BROJEM TRI NA ONAJ NACIN NA
KOJI SU NAS UCILI DIJELITI U SKOLI.
NEMA KRAJA TOM DIJELJENJU JER
SE POSTUPAK PONAVLJA CIJELO
VRIJEME | STALNO DODAJEMO
NOVU TROJKU NA KRAJ. STALNO...
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KOLIKO JE TRI PUTA

JEDNA TRECINA?

AKO STANEMO S DIJELJENJEM
DOBIT CEMO BROJ KOJI' JE MANJI
OD JEDNE TRECINE. TAJ BROJ
POMNOZEN BROJEM TRl DAJE
BROJ MANJ| OD JEDAN. UZIMAMO
LI SVE VISE | VISE ZNAMENKI
BROJA JEDNA TRECINA TO CEMO
NAKON MNOZENJA BROJEM TRI
BITI SVE BLIZE | BLIZE BROJU 1.

0.333-3=0.999

0.333333:3=0.999999



0.999999999999999999999999
KOLIKO JE TRI PUTA 9999999999999999999999999

= 2
JEDNA TRECINA: 0999999999999999999999999

JE L BROJ S BESKONACNO
NOGO  DECIMALNI Mirers 9999999999999999999999999
JEDNAKIH DEVET ISTI BROJ KAO | 9999999999999999999999999
BROJ JEDAN?
9999999999999999999999999
9999999999999999999999999
9999999999999999999999999
9999999999999999999999999
9999999999999999999999999

999999999999999999999999...



KOLIKO JE DUGACKA DIJAGONALA?




KOLIKO JE DUGACKA DIJAGONALA?




KOLIKO JE DUGACKA DIJAGONALA?




KOLIKO JE DUGACKA DIJAGONALA?




KOLIKO JE DUGACKA DIJAGONALA?




KOLIKO JE DUGACKA DIJAGONALA?




KOLIKO JE DUGACKA
DIJAGONALA?

MOZDA JE \/2= 27

AKO JE v2= 2 ONDA JE |2 = 4 PA
JE11=2.TO ZNACI DA SU SVI
BROJEVI JEDNAKI | TO JEDNAKI 1.

SVI BROJEVI JEDNAKISU1?




NECEMO PREBACITI SVE T0§KE NA
DIJAGONALU. IMA IH PREVISE.




JE LI SVJETLO UPALJENO ILI
UGASENO?

UZMEMO STOPERICU | KRENEMO MJERITI
VRIJEME. U TRENUTKU O SVJETLO JE
UGASENO.




UGASENO?

UZMEMO STOPERICU | KRENEMO MJERITI

VRIJEME. U TRENUTKU O SVJETLO JE

UGASENO. NAKON POLA  SEKUNDE T~

UPALIMO SVUJETLO, —_
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JE LI SVJETLO UPALJENO ILI
UGASENO?

UZMEMO STOPERICU | KRENEMO MJERITI
VRIJEME. U TRENUTKU O SVJETLO JE
UGASENO. NAKON POLA  SEKUNDE
UPALIMO SVJETLO, NAKON CETVRTINE
SEKUNDE UGASIMO SVJETLO,




JE LI SVJETLO UPALJENO ILI
UGASENO?

UZMEMO STOPERICU | KRENEMO MJERITI
VRIJEME. U TRENUTKU O SVJETLO JE
UGASENO. NAKON POLA  SEKUNDE
UPALIMO SVJETLO, NAKON CETVRTINE
SEKUNDE UGASIMO SVJETLO, NAKON
OSMINE SEKUNDE UPALIMO SVJETLO.
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JE LI SVJETLO UPALJENO ILI
UGASENO?

UZMEMO STOPERICU | KRENEMO MJERITI
VRIJEME. U TRENUTKU O SVJETLO JE
UGASENO. NAKON POLA  SEKUNDE
UPALIMO SVJETLO, NAKON CETVRTINE
SEKUNDE UGASIMO SVJETLO, NAKON
OSMINE SEKUNDE UPALIMO SVJETLO.

NASTAVIMO PO ISTOM PRAVILU
MALTRETIRATI ZARULJU. STO SE DOGADA
NAKON JEDNE SEKUNDE? JE LI SVJETLO
UPALJENO ILI| UGASENO?




o.
UMJESTO KRAJA



IF PEOPLE DO NOT
BELIEVE THAT
MATHEMATICS IS
SIMPLE, IT IS ONLY
BECAUSE THEY DO
NOT REALIZE HOW
COMPLICATED LIFEIS.




YOU SHOULD KNOW
ENOUGH MATHEMATICS
TO PROTECT YOURSELF
AGAINST IT!




YOU KNOW, FOR A
MATHEMATICIAN, HE
DID NOT HAVE ENOUGH
IMAGINATION. BUT HE
HAS BECOME A POET
AND NOW HE IS FINE.




KOGNITIVNA ZNANOST |
MATEMATIKA

Michele Emmer

MATHEM ATICS | |magin

CO MES
ERO M PHILOSOPHY IN Math
TH E FLES H Between Culture and Math

THE EMBODIED MIND AND ITS
HOW THE EMBODIED MIND BRINGS MATHEMATICS INTO BEING CHALLENGE TO WESTERN THOUGHT

GEORGE LAKOFF | RAFAEL E. NUNEZ GEORGE LAKOFF AND MARK JOHNSON @) Springer




TO INFINITY AND
BEYOND.




