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Progla tri tjedna bavili smo se poopéenim linearnim modelima za regresiju i klasifikaciju.
Danas kre¢emo u nesto skroz novo i drugacije: govorit ¢emo o algoritmu koji se zove stroj
potpornih vektora (engl. support vector machine, SVM). Radi se o vrlo u¢inkovitom klasifika-
cijskom i regresijskom algoritmu koji je, od devedesetih godina kada je osmisljen, dugo vremena
dominirao na sceni strojnog ucenja i pobudio velik interes za tzv. jezgrene metode. I danas,
gotovo trideset godina kasnije, to je i dalje jedan od omiljenih algoritama u teoriji i praksi.

Danasnja je tema poprili¢no sofisticirana i moze se ispric¢ati na nekoliko na¢ina. Mi ¢emo i¢i
“klasicnim” putem: formalizirat ¢emo najprije problem maksimalne margine, i onda dod¢i do
tzv. problema kvadratnog programiranja. U tom trenutku preé¢i ¢emo iz tzv. primarne formu-
lacije problema u dualnu formulaciju. Sve ovo oslanja se na teoriju iz konveksne optimizacije,
u koju éemo danas malo dublje uroniti, i, nadam se, izroniti. Sve u svemu, danas ¢e nam biti
dosta intenzivno i zanimljivo.

1 Problem maksimalne margine
Krenimo od najednostavnije stvari: modela. Model SVM-a obic¢an je linearan model:
h(x;w) = wix

Primijetite da ovdje nemamo (nelinarnu) aktivacijsku funkciju f. No primijetite da, kao i do
sada, mozemo upotrijebiti trik s funkcijom preslikavanja ¢ kako bismo ostvarili nelinearnost u
prostoru primjera.

U nastavku ¢emo pretpostaviti da su primjeri linearno odvojivi, bilo u ulaznom prostoru
ili u prostoru znacajki (nakon preslikavanja), pa ne¢emo pisati funkciju ¢, radi jednostavnosti.
Ovo je samo naSa radna pretpostavka; ona nije realna, i kasnije ¢emo je relaksirati. No, za sada,
bit ¢e lakse objasniti ideju SVM-a ako pretpostavimo da su primjeri linearno odvojivi.

SVM se temelji na ideji maksimalne margine. Objasnimo na primjeru o ¢emu se radi:
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Possible hyvperplanes

Na lijevoj je slici prikazan dvodimenzijski ulazni prostor sa N = 10 primjera iz dvije klase. Kao
§to smo se dogovorili, primjeri su linearno odvojivi. Zeleni pravci su moguce granice izmedu



klasa, tj. hipoteze koje daju savrSenu klasifikaciju na skupu D. Dakle, to su hipoteze koje
¢ine prostor inadica. Koliko hipoteza ima u prostoru inacica? Ako je ulazni prostor X = R2,
onda prostor inacica ima beskona¢no mnogo hipoteza. Drugim rije¢ima, beskona¢no je mnogo
pravaca koje mozemo ucrtati izmedu primjera iz ovih dviju klasa. Sada se mozemo pitati: u
nedostatku bilo kakve druge informacije, koji od tih beskonatno mnogo pravaca bismo trebali
preferirati, ako zelimo da model dobro generalizira? Kako pozicionirati pravac izmedu primjera
iz dvije klase, a da na$§ model najbolje radi na nevidenim primjerima? Ili, re¢eno drugacije:
gdje postaviti pravac, a da budemo $to manje pristrani? Intuitivno znamo da bi najpametnije
bilo da pravac postavimo to¢no u sredinu, tako da je maksimalno udaljen i od primjera jedne
klase i od primjera druge klase, budué¢i da bismo u suprotnom bili pristrani prema jednoj od
dviju klasa.

Upravo to je ideja SVM-a: postaviti hiperravninu tako da bude najvise udaljena od primjera
iz dviju klasa. Udaljenost od hiperravnine do najblizeg primjera sa svake strane zvat ¢emo
margina. Mi dakle zelimo takvu hiperravninu koja maksimizira marginu. Intuitivho nam je
jasno da ¢e hiperravnina koja maksimizira marginu dobro generalizirati. No to se moze pokazati
i formalno, u okviru teorije ratunalnog uéenja (engl. computational learning theory, COLT),
§to mi, medutim, neé¢emo raditi.

Jasno je da, ako su primjeri linearno odvojivi, onda mora postoji razdvajajuéa hiperravnina.
No, korisno je to razmotriti sa stajaliSta geometrije. U geometriji, koncept linearne odvojivosti
lijepo odgovara konceptu konveksnosti skupova. Konkretno, prema teoremu o odvajanju
hiperravninom (engl. hyperplane separation theorem) za dva disjunktna i konveksna podskupa
u R™ postoji hiperravnina koja ih razdvaja. Ako takva hiperravnina ne postoji, onda to znaci
da barem jedan od ta dva podskupa nije konveksan.

Lijeva slika prikazuje dva konveksna skupa. Izmedu njih je moguée provuéi pravac koji ih
razdvaja, tj. koji ne prolazi kroz niti jedan od ta dva skupa. Na desnoj slici jedan skup nije
konveksan, pa takav razdvajajuéi pravac ne mora nuzno postojati (moze, ali ne mora). U
nasem slucaju, ovi konveksni skupovi odgovaraju tzv. konveksnim ljuskama (engl. convex hull)
primjera iz dviju klasa. Konveksna ljuska je najmanji konveksni skup koji sadrzi sve primjere
dotic¢ne klase. U dvodimenzijskome prostoru to ¢e biti poligon, a opéenito n-dimenzijski politop.

Sad se mozemo pitati: koja je veza maksimalne margine i konveksnih ljusaka? Odgovor je
da, ako maksimiziramo marginu, onda ¢e hiperravnina zapravo biti simetrala spojnice dviju
konveksnih ljusaka:

A convex hull
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Na lijevoj slici prikazane su dvije konveksne ljuske i spojnica izmedu njih. Spojnica povezuje
dvije najblize tocke tih dviju konveksnih ljusaka. Okomica spojnice je pravac koji razdvaja
primjere iz dviju klasa. Takav pravac ujedno maksimizira marginu (udaljenost izmedu pravca
i konveksnih ljusaka s obje strane), tj. primjer iz prve klase koji je najblizi pravcu i primjer iz
druge klase koji je najblizi pravcu su jednako udaljeni od toga pravca. Na desnoj slici prikazana
je sliéna situacija, ali je sada jedan brid konveksne ljuske paralelan s pravcem, te su dva primjera
iz jedne klase (crvene) i jedan primjer iz druge klase (plave) jednako udaljeni od pravca.

Dobro, sada kada znamo kako Zzelimo postaviti hiperravninu (tako da maksimizira mar-
ginu), mozemo se zapitati kako ¢emo to posti¢i. Kako mozemo reéi algoritmu strojnog ucenja
koju hiperravninu da preferira? Odgovor je: trebamo definirati pristranosti preferencijom.
Kako definiramo pristranost preferencije kod algoritma strojnog ucenja? Tako da tu pristra-
nost ugradimo u empirijsku pogresku i optimizacijski postupak. Pa, hajdemo onda definirati te
komponente algoritma, tako da dobijemo upravo hipotezu s maksimalnom marginom.

Prisjetimo se najprije kako smo to radili do sada, kod poopé¢enih linearnih modela. Recept je
bio sljede¢i. Najprije smo definirali vjerojatnost oznaka skupa oznacenih primjera. To znaci da
smo pretpostavili da izlaz modela odgovara nekoj teorijskoj distribuciji (Gaussovoj, Bernoullije-
voj, multinoullijevoj), koja je upravljana parametrima w. Zatim smo napisali izraz za logaritam
vjerojatnosti oznaka pod takvom distribucijom i tretirali ga kao funkciju parametara w. Nakon
toga izveli smo empirijsku pogresku kao negativnu vrijednost tog logaritma. Konaéno, nakon
toga razvili smo optimizacijski postupak, ve¢ ovisno o tome je li pogreska imala rjeSenje u
zatvorenoj formi ili nije.

Kod SVM-a, medutim, i¢i ¢emo posve drugim putem. Krenut ¢emo odmah od onoga $to
zelimo dobiti — maksimalne margine — i direktno nju definirati kao optimizacijski problem.
Onda ¢e iz toga, prakticki kao nusprodukt, ispasti funkcija pogreske i funkcija gubitka.

1.1 Formulacija optimizacijskog problema

Formalizirajmo sada problem maksimalne margine. U nastavku ¢e nam biti lakSe tezinu wg
tretirati odvojeno od drugih tezina, kao Sto smo radili kada smo pricali o geometriji linearnog
modela. Model SVM-a je najjednostavniji mogudi:

h(x;w,wo) = WX + wp

Granica izmedu klasa je hiperravnina h(x) = 0. Kao i uvijek, to je (n — 1)-dimenzijska hiper-
ravnina ugradena u n-dimenzijski prostor. Oznake primjera modela neka su y € {—1, +1}; tako
¢e biti lakSe nego da radimo sa 01 1.

Predikcija modela ovisi o tome je li primjer na jednoj ili drugoj strani hiperravnine, $to
mozemo detektirati na temelju predznaka. Dakle, predikcija oznake je:

y = sgn(h(x))
Uz nasu pretpostavku da su primjeri linearno odvojivi, postoje tezine w i wg takve da:
V(xD, y@) e D. yDh(x®) =0

Ovo jednostavno slijedi iz pretpostavke da su primjeri linearno odvojivi. Naime, ako su primjeri
linearno odvojivi, onda ih hipoteza h(x) sve ispravno klasificira, a to znaéi da je h(x®) = y(®
za svaki oznaceni primjer (x(9,4(®)) € D, a to je isto kao da smo napisali yh(x?) = 0 (ili je
primjer pozitivan pa je i izlaz modela pozitivan ili nula, pa je umnozak pozitivan ili nula, ili
je primjer negativan pa je izlaz modela negativan, pa je umnozak pozitivan; sjetite se da smo
upravo umnozak y®h(x?) koristili kod usporedbe funkcije gubitaka).

Koliko hipoteza postoji za koje ovo vrijedi? (Pretpostavite X € R™.) Odgovor je: ima ih
beskonaéno mnogo, odnosno postoji beskonaéno mnogo (wp, w) za koje ovo vrijedi. Drugim
rije¢ima, prostor ina€ica sadrzi beskonacno mnogo hipoteza.



Sad uvodimo induktivnu pristranost preferencijom: nas zanima ona hipoteza koja daje
rjeSenje maksimalne margine. Prisjetimo se: margina je udaljenost hiperravnine do najblizeg
primjera. Dakle, zelimo da hiperravnina prolazi tako da je najudaljenija od najblizih primjera
dviju klasa. Zapravo, kad se prisjetimo slike s konveksnim ljuskama, to znaci da je hiperrav-
nina upravo jednako udaljena od najblizih primjera iz obaju klasa. Znamo da je predznacena
udaljenost primjera od hiperravnine jednaka:

d= -

Nas zanimaju samo hiperravnine koje ispravno sve klasificiraju primjere. To znaci da vrijedi
yDh(x®) > 0, bio primjer pozitivan ili negativan. Dalje, to znagi da je
YO (wTx®) 4+ wg)
[wll

nepredznacena udaljenost primjera x(® od hiperravnine, bio on pozitivan ili negativan (dakle,
uvijek pozitivan broj, neovisno o oznaci primjera). Nadalje, po definiciji, margina je udaljenost
hiperravnine do najbliZzeg primjera:

min
i

i) (i Ty (G
{y( w?x + wo)} _ 1 min {y@ (wTx® + )}
Iwl Iwl
gdje smo na desnoj strani izluéili |w| izvan funkcije min, buduéi da je norma vektora tezina za
sve primjere ista. Provedite ovdje nekoliko minuta dok se niste uvjerili da razumijete izraz koji
smo upravo napisali. Funkcija min iterira po svim primjerima iz D i racuna udaljenost primjera
od hiperravnine, te nalazi najmanju takvu udaljenost, tj. udaljenost do najblizeg primjera, bilo
pozitivnog ili negativnog. I sada, budué¢i da zelimo maksimalnu marginu, ovu udaljenost koju
smo upravo napisali zelimo maksimizirati, tj. trazimo takvu hiperravninu (takve parametre w
i wp) koji ée maksimizirati tu udaljenost:
argmax {L min {y(i) (wix® 4 wo)}}
wauo L w]
Opet, provedite ovdje nekoliko minuta dok se niste uvjerili da razumijete sto smo ovdje napisali.
Konceptualno, funkcija argmax iterira po svim mogué¢im hiperravninama, za svaku hiperrav-
ninu izracunavamo pomoc¢u funkcije min udaljenost do najblizeg primjera, te odabiremo onu
hiperravninu, tj. one parametre w i wg, za koju je ta udaljenost najveéa. Ako je D linearno
odvojiv, a pretpostavili smo da jest, onda postoji samo jedna takva hiperravnina. Takoder, za
tu hiperravninu postojat ¢e barem dva primjera koji ¢e od nje biti jednako udaljeni, i to jedan
pozitivan s jedne strane hiperravnine te jedan negativan s druge strane hiperravnine. Naime,
kada to ne bi bilo tako — kada bi jedan primjer iz jedne klase bio blizi hiperravnini a drugi iz
druge klase malo dalji — onda ta hiperravnina ne bi bila rjeSenje maksimalne margine, jer bismo
je uvijek mogli malo odmaknuti od blizeg primjera i pribliziti onom daljem primjeru i time mak-
simizirati marginu. Dakle, hiperravnina koja maksimizira marginu sigurno je pozicionirana tako
da su njoj najblizi primjeri iz pozitivne i negativne klase od nje jednako udaljeni. Primijetite
da sve ovo slijedi iz gornjeg izraza, tj. ne moramo viSe uvoditi nikakve dodatne uvjete.

Ovime smo definirali kakvu hiperravninu Zelimo, odnosno definirali smo optimizacijski pro-
blem. Nazalost, ovako definiran optimizacijski problem ne mozemo izravno rijesiti: poteskoca
je u tome $to imamo min-izraz unutar argmax-izraza. Umjesto toga, problem trebamo nekako
preformulirati, tako da postane jednostavniji. Pokazuje se da to mozemo napraviti, i to tako da
se rijeSimo min funkcije. Ideja je da pretpostavimo da je za primjer koji je najblizi margini izlaz
modela wTx + wy jednak nekoj konstanti, pa onda uopée ne trebamo traziti najblizi primjer.
Kako to mozemo napraviti? Pa, trik je u tome da se sjetimo da vektor tezina (wg, W) mozemo



proizvoljno skalirati, a da to neée utjecati na orijentaciju hiperravnine niti na udaljenosti izmedu
primjera od hiperravnine, ali ¢e medutim to utjecati na izlaz hipoteze. Pretpostavimo onda da
je vektor tezina (wg, w) skaliran upravo tako da hipoteza za najblizi pozitivan primjer daje izlaz
+1 te, posljedi¢no, za najblizi negativan primjer daje izlaz —1. Drugim rije¢ima, pretpostavimo
da za primjer koji je najblizi hiperravnini vrijedi:

y D (wlx 4+ wp) = 1

Ovo moze vrijediti za viSe od jednog primjera. Zapravo, primijetite da ¢e ovo sigurno vrijediti
za barem dva primjera, po jedan sa svake strane hiperravnine, jer inac¢e hiperravnina ne bi bila
na poziciji maksimalne margine.

Gornji uvjet vrijedi, dakle, za primjere iz D koji su najblizi margini, a takvih je barem dva
(po jedan sa svake strane), a moze ih biti i vise. Sto je sa svim drugim primjerima u D? Svi
drugi primjeri bit ¢e jos udaljeniji od margine, dakle za njih ¢e izlaz modela biti h(x) > 1 ako
su pozitivni odnosno h(x) < —1 ako su negativni. Dakle, mozemo reéi da za sve primjere u D
(i one najblize hiperravninini i one koji to nisu), od ¢ = 1 do ¢ = N, vrijedi sljedece:

y D (wTx o) = 1, i=1,...,N

Prikazimo to graficki:
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Na slici je prikazan dvodimenzijski ulazni prostor s primjerima klase y = 1 (puni kruziéi) i klase
y = 0 (prazni kruzi¢i). Granica je pravac za koji h(x) = 0. Pozitivni primjeri (oni za koje
y = 1) su na pozitivnoj strani pravca, tj. strani u smjeru normale w. Tri su primjera najbliza
pravcu h(x) = 0, i to jedan primjer iz klase y = 1 i dva primjera iz klase y = 0 (ta tri primjera
oznacena su sivim rubom). Izlaz hipoteze za te primjere je h(x) = +1 (za primjer iz klase y = 1)
odnosno h(x) = —1 (za dva primjera iz klase y = 0). Da je to tako slijedi iz naseg uvjeta da za
primjere koji su najblizi pravcu (odnosno opéenito hiperravnini) mora vrijediti yh(x) = 1. Na
slici vidimo i marginu, a to je udaljenost od pravca do najblizeg primjera s jedne i druge strane.
Za tri primjera za koja vrijedi yh(x) = 1 kazemo da se nalaze “na margini”.

Nakon ovog zgodnog trika — da za primjere koji su najblizi hiperravnini pretpostavimo
yh(x) = 1 — optimizacijski se problem iz:

1

argmax{
wauo W]

min {y(i) (WTX + wo)} }

=1

svodi na:

1
argmax ——
wauo | W]



Medutim, ovo vrijedi samo ako vrijedi naSa pretpostavka, stoga i nju moramo nekako ugra-
diti u optimizacijski postupak. To radimo tako da u optimizacijski postupak dodamo sljedeca
ogranicenja:

y(i)(wa(i) +wp) =1, i=1,....,N

Dosli smo dakle, do toga da zelimo maksimizirati IIVlTH uz gornja ograni¢enja. Sada mozemo
primijetiti da je maksimizator od m ekvivalentan minimizatoru od |w||, a taj je pak ekviva-

lentan minimizatoru od |w]|? (jer je Lo-norma konveksna i nenegativna funkcija). Jos éemo sve
to pomnoziti s % radi kasnije matematicke jednostavnosti. Kona¢na formulacija optimizacijskog

problema maksimalne margine onda je sljedeca:

N ST
argmin — ||w/|
wW,wo 2
uz ogranicenja: ‘ '
y DWW 4 we) =1, i=1,...,N

Pogledajmo $to smo zapravo napravili. Krenuli smo od problema maksimalne margine, i
napisali ga kao maksimizaciju udaljenosti izmedu najblizih primjera. To nam je dalo izraz
argmax-min, koji nije prikladan za optimizaciju. Onda smo izveli lukav trik: pretpostavili smo
da za primjere koji su najblizi hiperravnini hipoteza daje +£1. To nam je omogudéilo da se
rijesimo izraza min. Kona¢no, uz malo algebre, dosli smo do toga da Zelimo minimizirati 3|w/|
uz ogranicenja yMh(x®) > 1.

Na§ optimizacijski problem sveo se na ciljnu funkciju koju Zelimo minimizirati i ogranicenja
koja pritom moramo poStovati. Buduéi da je ciljna funkcija konveksna, ovo je tipican problem
koji se u teoriji optimizacije naziva konveksna optimizacija uz ograni¢enja, odnosno preciznije
problem kvadratnog programiranja.

Ocito, da bismo mogli dalje, trebamo pogledati o ¢emu se tu radi.

2 Optimizacija uz ogranicenja

Opcenito, optimizacijski problem uz ograni€enja (engl. constrained optimization problem) de-
finiran je na sljedeéi nacin:

minimizirati  f(x)
uz ograni¢enja ¢;(x) <0, i=1,...,m
hZ(X) = 0

Pri ¢emu je funkcija f : R™ — R ciljna funkcija (engl. objective function) koju minimiziramo,
h; : R™ — R su ograni&enja jednakosti (engl. equality constraints), a g; : R™ — R su ograni&enja
nejednakosti (engl. inequality constraints). Primijetite da mozemo imati viSe ogranicenja jedna-
kosti i viSe ogranicenja nejednakosti (a mozemo imati i samo jednu od te dvije vrste ogranicenja).

Ovakav oblik optimizacijskog problema (minimizacija ciljne funkcije, ograni¢enja definirana
tako da su manja ili jednaka nuli) naziva se standardni oblik. Standardni oblik mozda se ¢ini
malo ogranicavajué¢im, ali to zapravo nije. Naime, ako umjesto minimizacije zelimo maksi-
mizaciju funkcije f(x), onda mozemo jednostavno minimizirati funkciju —f(x). Nadalje, sva
ograni¢enja (ne)jednakosti daju se uvijek svesti na standardni oblik. Konkretno, ograni¢enje
jednakosti h(x) = ¢ mozemo napisati kao h(x) — ¢ = 0, dok ograni¢enja nejednakosti g(x) < ¢
ili g(x) = ¢ mozemo napisati kao g(x) — ¢ < 0 odnosno ¢ — g(x) < 0.

Kod optimizacije s ogranic¢enjima trazimo minimum koji zadovoljava sva ogranic¢enja. Tocke
koje zadovoljavaju ogranicenja nazivamo ostvarivim totkama (engl. feasible points) ili ostvari-
vim podruéjem (engl. feasibility region).



Poseban slucaj gornjeg optimizacijskog problema jest onaj kod kojega je funkcija f(x) ko-
nveksna. Tada govorimo o konveksnome optimizacijskom problemu (engl. convex optimization
problem). Nadalje, poseban slucaj konveksnog optimizacijskog problema je kvadratni program
(engl. quadratic program, QP), kod kojega je ciljna funkcija kvadratna (pa time i konveksna), a
ogranic¢enja su afine funkcije. Primijetite da je upravo takav optimizacijski problem maksimalne
margine. Naime, ciljna funkcija je kvadratna:

dok su ogranicenja nejednakosti linearna:
yOwTx® wg) =1, i=1,...,N

Postoji niz metoda za rjesavanje kvadratnog programa, npr. metode kazne (engl. penalty
methods), metode unutarnje totke (engl. interior point methods / barrier methods), koor-
dinatni spust, metoda konjugiranog gradijenta i Lagrangeova dualnost. Mi ¢emo koristiti
zadnje navedenu metodu, koja je, u kombinaciji s algoritmom slijedne minimalne optimiza-
cije (engl. sequential minimal optimization, SMO), bila prva koristena za rjeSavanje problema
maksimalne margine. Glavna ideja te metode jest da é¢emo preéi u tzv. dualnu formulaciju
optimizacijskog problema. Uskoro ¢emo vidjeti §to to zapravo znaci. Vidjet ¢emo i koje su
prednosti tog pristupa.

Pogledajmo, dakle, kako pristupiti kvadratnom programiranju preko Lagrangeove dualnosti.

3 Lagrangeova dualnost

Lagrangeova dualnost zasniva se na metodi Langrangeovih multiplikatora. Ideja metode La-
grangeovih multiplikatora jest da preformuliramo optimizacijski problem s ograni¢enjima (ne
nuzno konveksan!) tako da ta ograni¢enja eksplicitno ugradimo u ciljnu funkciju. Pogledajmo
kako.

3.1 Lagrangeova funkcija

Pocetni problem je:

minimizirati  f(x)
uz ograni¢enja ¢g;(x) <0, i=1,...,m

Ciljnu funkciju i ograni¢enja kombiniramo u novu funkciju:
m P
L(x,a,8) = f(x) + ) cigi(x) + ) Bihi(x)
i=1 i=1

gdje a; = 0. Ovu funkciju nazivamo Lagrangeova funkcija. Vrijednosti «; i 8; su Lagrangeovi
multiplikatori (mnozitelji) za ograni¢enja nejednakosti odnosno ogranic¢enja jednakosti.

RjesSenje originalnog optimizacijskog problema s ograni¢enjem je tocka u kojoj je gradijent
Lagrangeove funkcije jednak nuli, VL = 0, tj. stacionarna to¢ka Lagrangeove funkcije. Pokazuje
se da je ta stacionarna tocka zapravo sedlo (saddle point) Lagrangeove funkcije i ta je tocka
minimum funkcije po x i maksimum funkcije po o i 8. Ovako to izgleda:



Ovo je vrlo zanimljivo, i ovo je sedlo vrlo lijepo, no otkud sve to? Hajdemo ovo pogledati
malo detaljnije. Lagrangeova funkcija kodira dvije vrste ograni¢enja: ograni€enja jednakosti
i ograni¢enja nejednakosti. Pogledajmo zasebno ta dva slucaja. Fokusirat ¢emo se na slucaj
kada je ciljna funkcija konveksna (premda Lagranegova metoda nije ograni¢ena samo na ko-
nveksne funkcije; jedini zahtjev jest da su ciljna funkcija i funkcije ogranicenja derivabilne).
Bez smanjenja opcenitosti, ograni¢it ¢emo se na funkciju dvije varijable, kako bismo to mogli
skicirati.

3.2 Ogranicenja jednakosti

A h(x)=0
X

o
-

X

Na slici su prikazane izokonture ciljne funkcije f(x). To je funkcija ¢iji minimum trazimo.
Minimum se nalazi negdje u sredini najmanje konture. Funkcija h(x) = 0 (plava krivulja) je
ogranic¢enje koje naSe rjeSenje mora zadovoljiti. To znaci da u obzir za rjeSenje dolaze samo
one tocke koje se nalaze na toj krivulji. Na nasoj slici A(x) = 0 je krivulja, no u opéenitom
slucéaju, h(x) = 0 definira n-dimenzijsku povrsinu ugradenu u prostor R” x R. U svakoj tocki
na povrsini h(x) = 0, gradijent Vh(x) bit ¢e okomit na tu povrsinu (to mora biti po definiciji
gradijenta). Neka je tocka x* tocka na povrsini ograni¢enja h(x) = 0 koja minimizira f(x)
(oznacena crveno). To je tocka u kojoj smo se uspjeli najvise pribliziti globalnome minimumu
funkcije f(x), ali smo ipak ostali na povrsini h(x) = 0 koja definira ostvarive tocke. (Kao muha
koja kroz staklo zeli doéi sto blizu pekmezu; doéi ¢e do tocke na staklu gdje je najbliza pekmezu,
ali je i dalje na staklu).

Sad primijetite da vektor V f(x*) takoder mora biti okomit na povsinu h(x) = 0. U protiv-
nom bismo se naime uvijek mogli pomaknuti po povrsini ograni¢enja tako da se vrijednost f(x)
smanji. Tek ako je gradijent okomit, zna¢i da smo na minimalnoj mogucoj tocki.

Temeljem ovih opazanja, zakljuéujemo da u tocki x* vektori gradijenta V f i Vh moraju biti
kolinearni (paralelni ili antiparalelni). To onda znaci da u tocki x* mora postojati konstanta g



za koju vrijedi:
Vf(x*)+ BVh(x*) =0
tj. tocka u kojoj linearna kombinacija vektora V f i Vh is¢ezava. Tocka x* za koju ovo vrijedi
upravo je rjeSenje naSeg pocetnog optimizacijskog problema s ograni¢enjem!
Sada pretpostavimo da ova jednadzba odgovara stacionarnoj toc¢ki neke funkcije. Ako je
tako, onda bi ta funkcija bila ova:

L(x, 8) = f(x) + Bh(x)
i to je upravo na8a Lagrangeova funkcija! Pa zaklju¢ujemo: stacionarna tocka Lagrangeove
funkcije je rjeSenje naseg problema s ograni¢enjem.
3.3 Ogranicenja nejednakosti

Pogledajmo sada slucaj s ogranié¢enjima nejednakosti, jer to je zapravo ono §to ¢e nam trebati
za nas problem maksimalne margine. Tu su moguca dva sluéaja: minimum funkcije f(x) nalazi
se unutar ostvarivog podrucja ili se nalazi izvan.

A
X
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Na lijevoj slici prikazana je situacija kada je minimum wunutar ostvarenog podrucja. Tada
kazemo da ogranicenje nije aktivno, te funkcija g(x) ne igra nikakvu ulogu.

Na desnoj slici prikazana je situacija kada je minimum izvan ostvarivog podrucja. Tada
kazemo da je ogranicenje aktivno i tocka minimuma x* nalazi se na povrsini g(x) = 0, §to je
blize moguée neograni¢enom minimumu. To nadalje znaci da sve tocke x u ostvarivom podrucju
imaju vrijednost f(x) veéu od minimuma, pa gradijent V f(x) pokazuje prema ostvarivom
podrucju, dok Vg(x) pokazuje od njega. Posljedi¢no, V f(x) i Vg(x) su antiparalelni vektori te
vrijedi:

Vf(x") = —aVg(x*)
za neku konstantu a > 0.

Prema tome, uzevsi u obzir oba ova slucaja, minimizaciji f(x) uz uvjet g(x) odgovara

nalazenje stacionarne tocke sljede¢e Lagrangeove funkcije:

L(x,a) = f(x) + ag(x)

uz a = 0. Ako a = 0, onda ogranicenje g(x) nije aktivno.
Primijetite da za tocku ostvarivog minimuma x* mora vrijediti ili « = 0 (neaktivno ogranicenje)
ili g(x) = 0 (aktivno i ispoStovano ogranicenje). To sazeto mozemo napisati kao:

ag(x) =0

Ovaj se uvjet naziva komplementarna labavost (engl. complementary slackness).



Pocetna ogranicenja jednakosti i nejednakosti, zajedno s ova dva uvjeta koja smo upravo
izveli (= 01 ag(x) = 0), ¢ine tzv. Karush-Kuhn-Tuckerove (KKT) uvjete. To su uvjeti koji
nuzno vrijede u tocki rjesenja.

Tako smo, dakle, dobili Lagrangeovu funkciju i pripadne uvjete KKT. Evo sada sve na
jednom mjestu:

» Lagrangeova funkcija i uvjeti KKT

minimizirati  f(x)
uz ograni¢enja ¢g;(x) <0, i=1,...,m
hZ(X) =0

Lagrangeova funkcija:

m p
L(x,a,8) = f(x) + ) cigi(x) + D Bihi(x)
izl izl

U stacionarnoj tocki vrijede uvjeti KKT:

9i(x) <0, i=1,....,m
hi(x)=0, i=1,...,p
a =0, i=1,....,m
a;igi(x) =0, i=1,....m

Primijetite da Lagrangeove funkcije za ogranicenje jednakosti i nejednakosti mozemo kom-
binirati u jednu funkciju s oba ograni¢enja. Takoder, ako imamo viSe ogranicenja, samo ih sve
pridodamo u Lagrangeovu funkciju.

Sada smo se (nadam se) uvjerili da Lagrangeova funkcija i uvjeti KKT imaju smisla. No,
kako nalazimo stacionarnu tocku Lagrangeove funkcije? To nas dovodi do tzv. na€ela dualnosti.

3.4 Nacelo dualnosti
U teoriji optimizacije postoji tzv. na€elo dualnosti (engl. duality principle), koje nam kaze da
optimizacijski problem mozemo sagledavati na dva nacina:

e Primarni problem (engl. primal problem): minimizacija funkcije f(x)

e Dualni problem (engl. dual problem): nalazenje donje ograde primarnog problema

Odnos izmedu primarnog i dualnog optimizacijskog problema mozemo prikazati ovako:

f() #(z)
— N
i) = ) a3) < f(a*)
x A x A
a(\) q(A)
strong duality weak duality
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Slike prikazuju primarni problem (crvena krivulja) i dualni problem (plava krivulja). Primarni
problem i dualni problem imaju svaki svoje varijable po kojima optimiziramo: primarni problem
optimiziramo po primarnim varijablama (na slici je to varijabla x), a dualni problem po dualnim
varijablama (na slici je to varijabla \). Primarne varijable i dualne varijable su razlicite varijable,
pa je na slici prikazano tako da su dimenzije primarnog problema i dualnog problema razli¢ite
(primarni problem: crvena ravnina, dualni problem: plava ravnina). Plava krivulja odgovara
dualnom problemu, i ona je donja ograda primarnog problema (dakle, minimum funkcije f(x)
vedi je ili jednak vrijednosti plave krivulje). Opcenito, rjeSenja primarnog i dualnog problema
se ne moraju poklapati ve¢ moze postojati tzv. procjep dualnosti (engl. duality gap). To
je prikazano na desnoj slici. Uz odredene uvjete, kod konveksne optimizacije dualni procjep
jednak je nuli. Tada govorimo o jakoj dualnost (engl. strong duality) (lijeva slika). Rjesenje se
onda nalazi u tocki sedla: minimum po primarnim varijablama (crvena krivulja) a maksimum
po dualnim variablama (plava krivulja).

U nasem slucaju vrijedi jaka dualnost, bududéi da je problem maksimalne margine konveksan
optimizacijski problem (dapace, to je kvadratni program). To zna¢i da umjesto primarnog
problema mozemo rjeSavati dualni problem, i da ¢emo dobiti identi¢no rjeSenje. Ovdje se odmah
namece pitanje zaSto bismo to uopce htjeli? Zasto rjeSavati dualni problem umjesto primarnog,
kada ¢emo ionako dobiti isto rjesenje? Odgovor na to pitanje ostavit ¢emo za kasnije. Ovdje
¢emo samo reci da rjeSavanje problema maksimalne margine u dualu ima niz vaznih prakti¢nih
prednosti koje su vrlo primamljive.

Pogledajmo kako nacelo dualnosti izgleda kod Lagrangeove funkcije — to je Lagrangeova
dualnost. Lagrangeova funkcija L(x, a, 3) je funkcija primarnih varijabli x i dualnih varijabli
a i 8. Veé¢ znamo da je rjeSenje optimizacijskog problema stacionarna tocka Lagrangeove
funkcije, tj. tocka za koju vrijedi:

VxL(x,a,8) =0

Medutim, rjesenje ove jednadzbe ne mora dovesti do uklanjanja dualnih varijabli. Opcenito,
dobit ¢emo rjesenje koje, za neke ¢ i B, minimizira Lagrangeovu funkciju L po primarnim
varijablama x. Drugim rije¢ima, dobit ¢emo funkciju:

L(er, ) = min L(x, o, B)

Ova se funkcija naziva dualna Lagrangeova funkcija (primijetite tildu!). Provedite ovdje neko
vrijeme da shvatite §to ova funkcija zapravo radi. Za fiksirani a i 3 (dualne varijable), funk-
cija vraca minimum Lagrangeove funkcije po primarnoj varijabli x. Zbog nacela dualnosti, ova
funkcija je donja ograda primarnog problema: to znaé¢i da je minimum od L(x,«, ) veéi ili
jednak vrijednostima f}(a,ﬁ) za svaki a i 3. Nadalje, zato Sto vrijedi jaka dualnost, mini-
mum primarnog problema mozemo pronaci tako da maksimiziramo dualni problem, je ¢e nas to
dovesti u tocku sedla: minimum po primarnim parametrima, a maksimum po dualnim parame-
trima (v. prethodnu sliku). Drugim rije¢ima, trebamo rijesiti sljede¢i konveksni optimizacijski
problem:

maksimizirati L(a, 3)
uz ogranicenja o«o; =0, i=1,...,m
Zakljucujemo: minimizacija ciljne funkcije istovjetna je maksimizaciji dualne funkcije (ako

vrijedi jaka dualnost, $to kod nas jest slucaj!).
Sazmimo sve ovo na jednom mjestu. Zelimo rijesiti sljedeéi optimizacijski problem:

» Konveksna optimizacija u dualu

11



minimizirati  f(x)

uz ogranicenja ¢g;(x) <0, i=1,...,m
0

Pripadna Lagrangeova funkcija je:
m P
L(x, @, 8) = f(x) + Y aigi(x) + Y Bihi(x)
i=1 i=1
Dualna Lagrangeova funkcija je:
L(a, B) = min L(x, &, B)

Dualni problem je:

maksimizirati E(a, I6)

uz ogranicenja «; =0, i=1,...,m

Ako je problem konveksan, vrijedi jaka dualnost, pa je rjesenje dualnog problema ujedno i
rjeSenje primarnog problema.
A sada kada sve ovo znamo, vratimo se naSem poslu — optimizaciji maksimalne margine. ..

4 Optimizacija maksimalne margine

Dakle, nas kvadratni program maksimalne margine rijesit ¢emo tako da ¢emo ogranicenja uvesti
u Lagrangeovu funkciju, koja je funkcija originalnih (primarnih) varijabli i novih (dualnih)
varijabli. Zatim ¢emo iskazati minimum Lagrangeove funkcije po primarnim varijablama, Sto
¢e nam dati dualnu Lagrangeovu funkciju. Naposlijetku ¢éemo maksimizirati tu funkcije, jer ¢e
nam njezina maksimizacija dati minimum primarne funkcije, buduéi da se radi o konveksnom
problemu. Brilijantno!

Pa, krenimo. Prisjetimo se, optimizacijski problem maksimalne margine bio je:

1
argmin — |w|?

W,wo 2

uz uvjete: ‘ ‘
y(z)(wa(’) +wy) =1, i=1,...,N

Primijetite da imamo onoliko ograni¢enja koliko imamo primjera. Napisimo Lagrangeovu funk-

ciju:
1 N . .
Liw,wo, ) = 3 |w? = 3 aify (wx® + wo) — 1}
i=1
gdjejea = (o, ..., an), a; = 0, vektor Lagrangeovih multiplikatora, po jedan za svaki primjer.

Lagrangeova funkcija L je funkcija primarnih varijabli w i wg te dualnih varijabli .
Sada prelazimo na dualnu formulaciju: po definiciji, dualna Lagrangeova funkcija je ona
koja minimizira Lagrangeovu funkciju po primarnim varijablama. Dakle:

L(a) = min L(w, wo, o)

12



Dobra stvar je da u ovom slu¢aju minimizacija Lagrangeove funkcije po primarnim varijablama
ima rjesenje u zatvorenoj formi. Minimizator (w*,w{) dobivamo deriviranje po w odnosno wy
i izjednacavanje s nulom:

aL(Wv wWo, Oé)
ow

—0 = w= Y agx0)

OL(w,wp, ) N G _
wg =0 = Zazy =

Posebno upamtite ovu prvu jednakost za w, koji nam je bitna je povezuje primarne varijable
w s dualnim varijablama c.

Ove dvije jednakosti sada uvrStavamo nazad u Lagrangeovu funkciju, kako bismo dobili
njezin minimum, odnosno dualnu Lagrangeovu funkciju:

L(a) = min (waH2 Z ozl{y )+ wp) — 1}>

W ,wo
N
:mm( HW”2 Zazy wl X —woZozly Z )
i=1
ﬁ,—/
=0

N

Z (7)) i iy (xNT i ajy(j)x(j) + i o
i=1 j=1 i=1

I
N —
‘Mz

Il
—_

N N . . - -
Z Z Oéioéjy(%)y(y)(X(l))TX(J)
i=1j=1

Ovaj izvod ne izgleda privla¢no, ali je barem rezultat relativno pristojan. Uvjerite se da mozete
napraviti ovaj izvod.
Pogledajmo sada u kompletu kako izgleda dualni optimizacijski problem SVM-a:

I
Mz .
l\DM—l

A

» Dualni optimizacijski problem SVM-a

Maksimizirati:

N
S Z Z aiarjy @y ) (x D) T )
=1

11]1

uz ogranicenja

N
Z az’y(i) =
i=1

U tocki rjesenja vrijede uvjeti KKT:

y(l)(WTX(z) +wy) =1, i=1,....N
OZ1,207 Z:1,,N
ai(y(l)h( (z)) 1) =0, i=1,...,N
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Izvedenu jednakost Zf\; 1 oy = 0 morali smo dodati kao ograniGenje jer se varijable oy
nismo rijesili u dualnoj Lagrangeovoj funkciji (za razliku od primarne varijable w, koje smo se
rijesili, pa prvu izvedenu jednakost vise ne trebamo kao ogranicenje.)

Ovo je i dalje problem kvadratnog programiranja, s time da, za razliku od primarnog pro-
blema, pored ograni¢enja nejednakosti, imamo i ogranic¢enja jednakosti. Tako gledano, ispada da
prijelazom iz primarne u dualnu formulaciju nismo bas puno dobili, naprotiv, imamo ograni¢enja
jednakosti koja prije nismo imali. Medutim, kako smo ve¢ spomenuli, dualna formulacija ima
niz prednosti. Jedna od njih je da se na ovaj kvadratni problem sad moze primijeniti algo-
ritam slijedne minimalne optimizacije (SMO). Taj algoritam upravo iskoristava ograni¢enja
jednakosti kako bi problem razbio na potprobleme, koje onda rjesava analiticki, te je zbog toga
ucinkovitiji od algoritama za opcéenite kvadratne programe. Ne¢emo iéi u detalje; trebate samo
znati da taj algoritam postoji i da se primjenjuje u dualnoj formulaciji.

Medutim, vazan detalj koji ovdje trebamo uociti jest da je, prelaskom iz primarnog u dualni
problem, dos§lo do promjene u varijablama: primarni problem imao je n + 1 primarnih varijabli,
dok dualni ima N dualnih varijabli. Da li se ovo racunalno isplati? Da, ako N « n, tj. ako
je broj primjera mnogo manji od broja znacajki. Tipi¢cne domene gdje je to redovito slucaj
su bioinformatika, analiza teksta i analiza slike. Opcenito, slozenost kvadratnog programiranja
od N varijabli je O(N?3). Medutim, SMO je prilagoden upravo ovom problemu i ima sloZenost
O(N?).

5 Dualni model SVM-a

Vratimo se sada na pocetak danasnjeg prevanja. Na pocetku smo definirali model SVM-a, i to
je bio linearan model:

h(x) = wlx + wy

Medutim, to je bila primarna formulacija modela. U dualnoj formulaciji vise nemamo pri-
marne parametre, tj. nemamo vise tezine. Umjesto toga imamo dualne parametre c. Prijelaz
s primarnog na dualni model nam omogucava jednadzba koju smo veé bili izveli:

N . .
w= Y ayOx
=1

Uvrstavanjem ovoga u izraz za primarni model, dobivamo:

N
h(x) = wix 4+ wg = oy DxTx® 4+ g
(x) Z‘{ iy
Primarno = _

Duglno
Kako funkcionira predikcija u dualnom modelu? Da bismo klasificirali primjer x, racunamo
skalarni produkt izmedu x i svih primjera x () iz skupa D, pomnozen s tezinom «; i predznakom
y®. Racunanje skalarnog produkta x™x(® je zapravo racunanje sli€nosti izmedu vektora x i
x(®_ bududi da:

n
x'y = Z LiYi
i=1

Ovaj umnozak ¢e biti to veéi §to se vektori podudaraju u vise komponenenata, a to znaci da su

Dakle, umjesto da pohranjujemo tezine w, kod dualnog modela trebamo pohraniti primjere
i njihove oznake. Umjesto:
h(x; wo, w)
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imamo:

h(x; o, D)

Pritom tezinu wg ne trebamo, jer se ona moze izrac¢unati naknadno iz parametara « i primjera
za ucenje D.
Objasnimo sada napokon zasto se ovaj algoritam zove stroj potpornih vektora. Iz uvjeta

komplementarne labavosti: 4 4
o (y(l)h(x(l)) -1)=0

slijedi da za svaki primjer x(?) iz D vrijedi a; = 0 ili yPh(x®) = 1. U prvom slucaju, ako
a; = 0, onda taj vektor ne figurira u izracunu funkcije h. U drugom slucaju, ako y(i)h(x(i)) =1,
onda to zna¢i da primjer lezi toéno na margini (prisjetite se, y(i)h(x(i)) = 1 je upravo bio
uvjet koji smo definirali za primjere koji su najblizi hiperravnini, i to su primjeri koji leze na
margini). Prema tome, iz ova dva slucaja slijedi da se u dualnoj formulaciji kao pribrojnici
pojavljuju samo vektori koji leze totno ma margini. Te vektore nazivamo potporni vektori
(engl. support vectors). Svi ostali vektori za koje a; = 0 uopée ne utjecu na izlaz modela i
mozemo ih zanemariti kada radimo predikciju.

Alternativni pogled na ovo jest da je hiperravnina (u primarnom problemu) definirana li-
nearnom kombinacijom potpornih vektora (u dualu). Ovo je vrlo bitno. To znaci da ée SVM
model zapravo biti vrlo u¢inkovit kod predikcije. U mnogo slucajeva, umjesto da pohranju-
jemo vrlo mnogo tezina w, bit ¢e dovoljno pohraniti manji broj potpornih vektora i pripadnih
parametara «. Efektivno ¢emo dobiti rijetki model.

Sazetak

e Stroj potpornih vektora je linearan model s maksimalnom marginom izmedu primjera
dviju klasa, sto daje dobru generalizaciju

e Problem se svodi na konveksnu optimizaciju s ograni¢enjima (kvadratno programiranje)

e Primjenom Lagrangeove dualnosti problem se iz primarne formulacije moze prebaciti u
dualnu formulaciju

e Dualna optimizacijski problem uéinkovito je rjesiv algoritmom SMQO

e Predikcija se radi na temelju usporedbe ulaznog primjera i odabranih oznacenih primjera,
tzv. potpornih vektora

Biljeske

Pokusajmo odmah razrijesiti misterij ovog cudnog naziva: zasto stroj potpornih vektora? Prvo, zaSto
“stroj”. To nije skroz jasno. SVM tu nije usamljen, ima jo$ strojeva u strojnom ucenju, npr. Boltz-
mannov stroj (neéemo raditi), jezgreni stroj (radit ¢emo), Helmholtzov stroj (ne¢emo raditi). Ovdje
su dva objasnjenja: https://stats.stackexchange.com/q/261041/93766. Prema prvom, “stroj”
dolazi jednostavno od “strojnog ucenja”, a prema drugom od povijesne povezanosti algoritama i stro-
jeva, jer su u ranim danima rac¢unarske znanosti mnogi algoritmi doista bili fizicki implementirani
kao specijalizirani strojevi (slicno bi se moglo reéi i za “Turingov stroj”). Ovo se pitanje nedavno
raspravljalo i na Twitteru: https://twitter.com/sam_power_825/status/1314921722630504448
(hvala Domagoju na informaciji). Sto se drugog dijela naziva tice, “potporni vektori”, to je lako
objasniti jednom kada se shvati kako algoritam radi, i to ¢emo napraviti danas. No, objasnimo ovdje
za nestrpljive barem ukratko ideju. SVM je linearan klasifikacijski model koji dakle primjere dviju
klasa razdvaja hiperravninom. Tu hiperravninu mozemo definirati vektorom tezina w, kao Sto to
radi npr. logisticka regresija, ali se, alternativno, hiperravnina moze definirati kao linearna kombi-
nacija primjera x iz skupa oznacenih primjera D. Pritom nam ne trebaju svi primjeri iz D, nego
samo neki. Ti neki primjeri koji nam trebaju zapravo su potpornji za tu hiperravninu, pa ih zato
nazivamo potporni vektori.
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SVM su osmisili ruski matematic¢ari Vladimir Vapnik i Alexey Chervonenkis, i to jo§ 1963. godine
na “Instititutu za upravljacku znanost” (Institut Problem Upravleniya) u Moskvi. Vapnik je potom
u devedestima emigrirao u SAD i radio za AT&T Bell Labs u New Jerseyu, gdje je, u suradnji s
kolegicom Isabelle Guyon i kolegom Bernardom Boserom (u meduvremenu u braku), 1992. godine
nadogradio ideju SVM-a s tzv. jezgrenim funkcijama [Boser et al., 1992]. Jezgrene funkcije, o
kojima ¢emo mi pric¢ati kroz dva tjedna, implicitan su nac¢in definiranja funkcije preslikavanja u
prostor znacajki vise dimenzije, §to je omoguéilo primjenu SVM-a na nelinearne probleme. Daljnje
prosirenje bila je formulacija SVM-a s mekom marginom [Cortes and Vapnik}, |1995], koju je Vapnik
objavio zajedno s danskom znanstvenicom Corinnom Cortes 1995. godine, a koja je u to doba takoder
radila u AT&T Bell Labs. SVM s mekom marginom omogudio je primjenu na (ne)linearno neodvojive
probleme (probleme koji su linearno neodvojivi i probleme koji ostaju neodvojivi nakon preslikavanja
u prostor znacajki), i to je danas standardna formulacija SVM-a, koju éemo i mi raditi. Inace,
Vapnik od 2014. godine radi u Facebookovom istrazivackom centru FAIR, zajedno sa jakim imenima
dubokog ucenja, dok je Chervonenkis nazalost prije nekoliko godina tragi¢no skon¢ao u mocvari u
okolici Moskve.

O prostoru inacica procitajte u skripti u poglavlju 2.1.4.

Dokaz da maksimalna margina smanjuje pogresku generalizacije temelji se na dokazivanju gornje
ograde na slozenost modela karakterizane pomocu tzv. Vapnik-Chervonenkisove dimenzije (VC-
dimenzije). VC-dimenziju osmislili su 1974. godine upravo Vladimir Vapnik i Alexey Chervonenkis,
tvorci izvorne ideje SVM-a. Pojednostavljeno, VC-dimenzija je mjera slozenosti modela definirana
kao najveci broj primjera koje binarni klasifikator moze to¢no razdvojiti, i to neovisno o oznakama tih
primjera (tj. za sva moguca oznacavanja). Npr., VC-dimenzija pravca u dvodimenzijskome ulaznom
prostoru je 3, jer pravac moze razdvojiti najvise tri primjera u dvodimenzijskom prostoru, ako u obzir
uzmemo sve moguée oznake tih primjer (kojih ukupno ima 23 = 8). Ako dodamo cetvrti primjer,
onda imamo ukupno 16 mogucih oznacavanja, od kojih medutim 2 ne mozemo razdvojiti pravcem
(notorni “XOR?” problem), §to znaci da VC-dimenzija pravca nije veéa od 3. Sto je VC-dimenzija
vecCa, to je model vece slozenosti. Vise o VC-dimenziji mozete procitati u poglavlju 2.2 u skripti, a
mnogo detaljnije u izvrsnoj knjizi [Shalev-Shwartz and Ben-David) 2014] (poglavlje 6). Ideja dokaza
da maksimalna margina SVM-a daje najbolju generalizaciju temelji se na tome da se pokaze da
maksimalna margina ograni¢ava VC-dimenziju SVM-a, $to znac¢i da ogranic¢ava njegovu slozenost, a
to znaci da sprjecava prenaucenost i time poboljSava generalizaciju. Detalji ovoga vrlo su lijepo i
didakti¢no pojasnjeni u [Mount, [2015] (dostupno ovdje: https://winvector.github.io/margin/
margin.pdf). U [Shalev-Shwartz and Ben-David, 2014] (dio 26.3) mozete nac¢i dokaz koji se temelji
na alternativnoj karakterizaciji slozenosti modela pomoéu Rademacherove sloZenosti.

Teorem o odvajanju hiperravninom (engl. hyperplane separation theorem) glasi ovako: Neka su A i
B dva disjunktna neprazna konveksna podskupa u R™. Onda postoji ne-nul vektor w i realan broj
c takav da:

Vx4 e A,vxP e B. (wTx? = ¢) A (wTxP < ¢)

Tx = ¢, gdje je w vektor normale, odvajajuéa hiperravnina. U strojnom ucenju,

Pritom je w

mi to uvijek formuliramo tako da je ¢ = 0, tj. wix = 0. Dokaz i viSe detalja mozete pronaéi
na https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperplane_separation_theorem odnosno u poglavlju 2.5
u [Boyd et al. [2004]

Inace, autor teorema o odvajanju hiperravninom je poljsko-njemacki matematicar Hermann Minkow-
ski. Minkowski je inace najpoznatiji po svojoj geometrijskoj interpretaciji teorije relativnosti Alberta
Einsteina (kojemu je bio profesor matematike dok je ovaj studirao u Ziirichu, na danasnjem ETH
Ziirich) iz 1907. godine u smislu ¢etverodimenzijskog prostora u kojem se prostor i vrijeme isprepliéu,
tzv. prostorvrijeme ili prostorno-vremenski kontinuum (njem. Minkowski-Raum), a koju je Einstein
potom ugradio u svoju opéu teoriju relativnosti. U racunarstvu, pak, Minkowski nam je vise poznat
po Mikowskijevoj udaljenosti, koja je generalizacija euklidske udaljenosti i Manhattan-udaljenosti:

Dey) = (Lo - ul?)’

gdje za p = 21 p = 1 dobivamo euklidsku udaljenost odnosno Manhattan-udaljenost. To je o¢igledno
povezano s p-normom, o kojoj smo pricali u kontekstu regularizacije, i to u smislu da je Minkowskijeva
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udaljenost izmedu dvije tocke jednaka p-normi razlike radijvektora tih tocaka:

D(x,y) =[x —ylp

Drugim rije¢ima, regularizaciju p-normom vektora tezina w mogli smo definirati i kao Mikowskijevu
udaljenost vektora tezina w od nul-vektora.

Definicije konveksnog skupa prisjetili smo se na pretproslom predavanju u kontekstu definicije ko-
nveksne funkcije (domena konveksne funkcije mora biti konveksni skup). Prisjetimo se ovdje opet
definicije konveksnog skupa. Skup A je konveksan ako i samo ako

n
VX1,...,X, € A Vay,. ..an.Zal =1 vrijedi Z a;x; € A
i i=1
tj. svaka linearna kombinacija toc¢aka iz A je i sama unutar A.

Formalno (Boyd et al.| [2004], poglavlje 2.1.4), konveksna ljuska skupa C, oznacena s conv C, je
skup svih konveksnih kombinacija tocaka iz C:

convC’={a1x1+~-~+akxk|mieC,ai>0,i=1,...,k, Z%‘:l}
i

Ili n-dimenzijska ravnina ugradena u (n + 1)-dimenzijski prostor, ako uvedemo “dummy” znacajku
xo = 11 tezinu wy uklju¢imo u vektor w, tj. ako model defniramo kao homogenu funkciju umjesto
kao afinu funkciju. No ova razlika je nebitna; nastavljamo s izdvojenom tezinom wq jer ¢e nam tako
biti lakse.

Funkcija predznaka ovdje je (3to je uobic¢ajeno u strojnom ucenju) definirana kao:

sgn: R — {—1,+1}

+1 =0
sen() = -1 <0

a ne sa tretom vrijednoséu, sgn(0) = 0, kako je ta funkcija uobicajeno definirana u matematici.

Ve¢ smo bili spomenuli, kada smo pricali o linearnim diskriminativnim modelima, da mnozenje tezina
(wp, w) s faktorom o > 0 nema utjecaja na polozaj i orijentaciju hiperravnine, niti na udaljenost
primjera od hiperravnine. Udaljenosti su nepromijenjene bududéi da:

h(x;aw)  aw ' x+awy a(wW'x+wy) W x+wy hx;w)

faw| — Jaw|  alw] o w[ o [w]

Takoder primijetite da smo na ovaj nacin zapravo osigurali korespondenciju 1:1 izmedu parametara
hiperravnine (wg, w) i hipoteze h. Opéenito vrijedi da jednu te istu funkciju A mozemo definirati s
beskona¢no mnogo razli¢itih tezina (wg, w), koje se razlikuju samo za konstantan faktor. Uvedenim
ogranic¢enjem, medutim, eliminirali smo sve vektore tezina osim jednog (onog koji zadovoljava gornje
ogranicenje).

S obzirom da smo objasnili svaki korak u ovoj transformaciji, trebalo bi biti jasno da rjesavamo
isti optimizacijski problem od kojega smo krenuli, a to je maksimizacija margine uz pretpostavku
linearno odvojivih klasa. Medutim, formulacija do koje smo dosli opire se intuiciji. Naime, kako
to da minimizacija druge norme vektora tezina w (sans wy), uz navedena ogranic¢enja, daje rjesenje
maksimalne margine? PokuSajmo to objasniti. Prvo opazanje je da, §to je norma tezina w manja
(tj. Sto je vektor normale kraci), to su primjeri za koje yh(x) = 1 dalje od hiperravnine. Zasto je
to tako? Zato &to je izlaz hipoteze h jednak wTx, pa ée za neki fiksni x izlaz biti to manji §to je w
manyji, a to znaci da se primjer za koji yh(x) = 1 onda nalazi dalje od hiperravnine. To zapravo znaci
da minimizacijom od w mi efektivo Sirimo marginu. Naravno, tu su i ogranicenja, i ona zahtijevaju
da za sve primjere vrijedi yh(x) > 1, $to znaci da se primjeri ne mogu nalaziti “unutar margine”.
Imamo, dakle, dva suprotstavljena zahtjeva: s jedne strane, minimiziramo |w|, ¢ime §irimo marginu,
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s druge strane, imamo ogranicenja koja sprjecavaju da margina bude tako Siroka da u nju udu neki
primjeri. Posljedica ovoga je da dobivamo Sto Siru marginu, ali to¢no takvu da su primjeri koji su
najblizi margini oni za koje yh(x) = 1, 1 svi primjeri su ispravno klasificirani. Ova opozicija izmedu
Sto §ire margine i poStovanja ograniCenja analogna je argmax-min kriteriju od kojega smo pocetno
krenuli.

Nemojte da vas zbuni naziv “programiranje”. Ne misli se o programiranju u smislu kodiranja, u C-u
ili nedajboze Javi. Radi se o matematitkom programiranju, sto je stari naziv za (matematitku)
optimizaciju.

Formalno, konveksni optimizacijski problem (engl. conver optimization problem) definiran je kao:

minimizirati  f(x)
uz ograniCenja ¢;(x) <0, i=1,...,m

a;Fx—bi:07 1=1,...,p

gdje su ciljna funkcija f i ogranicenja nejednakosti g; konveksne funkcije, dok su ogranicenja jed-
nakosti h; afine funkcije. U ovom slucaju, ograni¢enje na minimizaciju od f(x) doista predstavlja
ograni¢enje, jer maksimizacija od —f(x) viSe nije konveksan problem buduéi da funkcija — f(x) nije
konkveksna nego konkavna. Medutim, u praksi nas maksimizacija konveksnih funkcija i minimiza-
cija konkavnih funkcija ne zanimaju. Zanimaju nas minimizacija konveksnih funkcija i maksimizacija
konkavnih funkcija, a to je obuhvaceno gornjom definicijom konveksnoga optimizacijskog problema.
Detaljnije u [Boyd et al., 2004] (poglavlje 4).

Formalno, kvadratni program (engl. quadatic program, QP) definiran je kao:

1
minimizirati ngPx +qtx+r
uz ogranienja Gx < h
Ax=Db

gdje je P simetri¢na i realna matrica dimenzija n x n, q je n-dimenzijski vektor realnih brojeva, G je
realna matrica dimenzija n X m, a A je realna matrica dimenzija p x n. Notacija Gx < h oznacava
da su sve komponente vektora Gx manje od ili jednake njima odgovaraju¢im komponentama vektora
h. Primijetite da to zapravo zna¢i da su ogranicenja nejednakosti (isto kao i ogranicenja jednakosti)
linearna (odnosno afine funkcije). Detaljnije o kvadratnom programiranju mozete procitati u [Boyd
et al.l [2004] (poglavlje 4).

Lako se pogubiti medu svim ovim varijantama optimizacijskih problema; u snalazenju moze pomoéi

ova taksonomija optimizacijskih problema: https://neos-guide.org/content/optimization-taxonomy.

U toj taksonomiji, kvadratno programiranje nalazimo kao deterministicki, kontinuirani, ograni¢eni
optimizacijski problem s linearnim ogranic¢enjima. Druga vrsta konveksnog optimizacijskog pro-
blema, koji je jednostavniji od kvadratnog programa, a koji se u ra¢unarstvu takoder ¢esto koristi, je
linearni program, kod kojega je ciljna funkcija linearna (ograni¢enja su istog oblika kao i za kvadratni
program).

Metodu Lagrangeovih multiplikatora osmislio je talijanski matematicar i astronom Joseph-Louis La-
grange u 18. stolje¢u. Lagrange je jedan od najve¢ih matematic¢ara, poznat po nizu vaznih doprinosa
matematici (u diferencijalnom racunu, varijacijskom ra¢unu i teoriji brojeva), fizici (teorijska meha-
nika) i astronomiji (problem triju tijela). Lijep opis Lagrangeova zZivota i stvaralastva mozete procitati
ovdje: https://www.famousscientists.org/joseph-louis-lagrange/. Langrangea smo ve¢ bili
spomenuli u kontekstu regresije i Lagrangeovog interpolacijskog teorema.

Karush-Kuhn-Tuckerovi (KKT) uvjeti (engl. Karush-Kuhn-Tucker (KKT) conditions) su nuzni (ali
ne i dovoljni) uvjeti za optimalnost rjeSenja nelinearnog optimizacijskog problema, pod uvjetom da
optimizacijski problem zadovoljava tzv. uvjeti regularnosti (engl. regularity conditions) (koji ovise o
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konkretnom optimizacijskom problemu). Uvjeti KKT su:

gi(x) <0, i=1,...,m
hi(X)IO, i=1,...,p
a; =20, 1=1,...,m

a;igi(x) =0, i=1,...,m

Prva dva uvjeta su uvjeti primarne ostvarivosti (engl. primal feasiblity), tre¢i uvjet je uvjet dualne
ostvarivosti (engl. dual feasibility), a etvrti uvjet je veé spomenuti uvjet komplementarne lababosti
(engl. complementarity slackness).

Uvjeti KKT su nuzni i dovoljni uvjeti za optimalnost rjesenja ako je optimizacijski problem konvek-
san (tj. ciljna funkcija f i funkcije ograni¢enja nejednakosti g; su konveksne, a funkcije ogranicenja
jednakosti h; su afine) te su funkcije g; derivabilne. KKT uvjeti zapravo prosiruju metodu Lagran-
geovih multiplikatora, koja dopusta samo ograni¢enja jednakosti. Budué¢i da mi ovdje koristimo i
uvjete nejednakosti, to¢nije bi bilo reé¢i da koristimo optimizacijsku metodu KKT, a ne metodu La-
grangeovih multiplikatora.

Uvjete KKT predlozili su matematicari Harold Kuhn i Albert Tucker 1951. godine, ali ih je William
Karush objavio jos kao student desetak godina ranije u svojem diplomskom radu (za Sto je nagraden
s prvim “K” u kratici KKT).

Kod konveksnih optimizacijskih problema, uvjet regularnosti (koji je preduvjet za uvjete KKT) jest
da postoji tocka x takva da h(x) = 01 g;(x) < 0, gdje je h ogranicenje jednakosti, a g; ogranicenje
nejednakosti. To je tzv. Slaterov uvjet regularnosti. Slaterovi uvjeti ujedno su dovoljni uvjeti za
jaku dualnost konveksnog optimizacijskog problema.

Za nestrpljive: rjesavanje problema maksimalne margine SVM-a u dualnoj formulaciji ima tri vazne
prednosti nad rjeSavanjem tog problema u primarnoj formulaciji. Prvo, u dualnoj formulaciji moze se
primijeniti algoritam slijedne minimalne optimizacije (engl. sequential minimal optimization, SMO),
koji je uéinkovit algoritam specijaliziran za kvadratno programiranje bas za SVM. (Mi, nazalost,
neemo imati vremena pricati o tom algoritmu.) Drugo, u dualnoj formulaciji model ¢emo modéi
definirati preko tzv. potpornih vektora, sto ima svoje prednosti u pogledu ra¢unalne uc¢inkovitosti.
Trece, u dualnoj formulaciji moéi éemo koristiti tzv. jezgreni trik, i time zaobi¢i potrebu da ruc¢no i
eksplicitno definiramo funkciju preslikavanja. Moguénost koristenja jezgrenog trika zapravo je razlog
zasto je SVM tako mocan i popularan algoritam.

Algoritam slijedne minimalne optimizacije (engl. sequential minimal optimization, SMO) osmislio
je americki racunalni znanstvenik John Platt 1998. godine [Platt), [1998]. Platt, koji trenuta¢no radi
u Googleu, osim po algoritmu SMO i tome da je otkrio dva asteroida promjera oko 25 km, poznat je i
po metodi Plattovog skaliranja, kojom omogucava da se izlaz SVM-a vrlo jednostavno transformira
u probabilisticki izlaz u intervalu (0,1). Vise o tome iduéi put.

Tezinu wy mozemo izra¢unati na temelju ¢injenice da za potporne vektore vrijedi y(i)h(x(i)) = 1.
Neka je S skup indekasa potpornih vektora x(*. Ako u y®h(x(?) = 1 uvrstimo

N . .
= Z iy (x)Tx® + wy

onda dobivamo: ‘ ‘
yOR(x®) = 4@ (2 a;y @ (x)Tx ) 4 wo) —1
JjES

Iz toga dobivamo:

w0 = 5 — 3 9 ()T

JES

pri ¢emu smo iskoristili 1/y® = y@ jer y® e {—1,+1}. Ovu jednadzbu mozemo izracunati na
temelju jednog, proizvoljno odabranog oznac¢enog primjera (x(i),y(i)). Medutim, zbog numerickih
odstupanja neéemo za svaki odabir dobiti isto rjeSenje, pa je bolje izracunati prosjek nad svim

potpornim vektorima:
1 )
wo =g 3 (ym Z a;y @ (xT <a>)
€S
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