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1 Model Gaussove mjesavine

e Model Gaussove mjesavine (GMM) = probabilisticko meko particijsko grupiranje
e Poopcenje algoritma K-sredina: umjesto bl(j) € {0, 1} imamo hg) € [0,1]
. h,(:) je odgovornost — vjerojatnost da je primjer x(®) generirala grupa k

e GMM je poseban slucaj modela mijeSane gustocée (mizture model)

e Model mijesane gustoce je linearna kombinacija K komponenti:

K K K
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gdje su 7 koeficijenti mjesavine, a p(x|0;) gustoe komponenti

e Primjer: model bivarijatne Gaussove mjeSavine s K = 3 grupe:

e Odgovornost mozemo izra¢unati Bayesovim pravilom:
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B = Py = kx®) = Ply=kpx"y =k _  mpx|0k)
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e Parametri modela su 0 = {my, O} |, O = (py,, i)

e Parametre mozemo (pokusati) procijeniti metodom MLE



e Log-izglednost parametara modela (tzv. nepotpuna izglednost):
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= ne faktorizira se po komponentama = maksimizacija nema analiticko rjeSenje

2 Algoritam maksimizacije ocekivanja

e Prosirenje modela mijesane gustoce latentnim varijablama (varijable koje ne opazamo)
e Latentna kategoricka varijabla z(*) definira koja je grupa generirala primjer x(¥):

z0) = (zg),...,zl(j),...,z%))

e Distribucija kategoricke varijable z(?:

K 0
=k) = H ),
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e Zajednicka gustoca varijabli x 1 z:

p(x,2|0) = P(z)p(x|z,6) H?T HP (x[0x) = Hﬂk p(x|6)*
k=1
= model s latentnim varijablama z
e Log-izglednost parametara modela (tzv. potpuna izglednost):
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= ako su z(¥ poznate, maksimizacija ove log-izglednosti ima analiti¢ko rjesenje
e z(") su nepoznate, no mozemo izracunati oéekivanje izglednosti uz fiksirane 7, i 6y,
e Moze se pokazati: povecanje ocekivanja od L(0|D,Z) = povecanje L(0;D)
¢ Algoritam maksimizacije otekivanja (EM-algoritam): iterativna optimizacija £(6; D)
e Dva koraka algoritma: E-korak (expectation) i M-korak (mazimization)

e E-korak: Izracun ocekivanja potpune izglednosti uz fiksirane parametre u iteraciji t:
Q(616") = Eyypy g0 | 2 (I, + np(x6))) |

= E[z,(:) D, 0M] (Inm, + In p(x® 6x))
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e M-korak: Izracun parametara za iteraciju (¢ + 1) koji maksimiziraju ocekivanje:
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Algoritam GMM (model GMM + EM-algoritam)
inicijaliziraj parametre 0 = {my, py, Ek}ff:l
ponavljaj do konvergencije log-izglednosti ili parametara
E-korak:
Za svaki primjer x(* € D i svaku komponentu k = 1,..., K:
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M-korak:
Za svaku komponentu k =1,..., K:
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Izracunaj trenutnu vrijednost log-izglednosti

In £(6|D) = Zanwkp x|y, S

o EM-algoritam konvergira, ali ne nuzno u globalni optimum log-izglednosti

e Akaikeov informacijski kriterij (AIC) za odabir optimalnog broja grupa:

K* = argmin ( — 2In £(K) + 2¢(K))
K

e Moguca pojednostavljenja: dijeljena matrica, dijagonalna ili izotropna matrica X
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3 Hijerarhijsko grupiranje

e Hijerarhijsko grupiranje producira dendrogram — stablasti prikaz hijerarhije grupa

e Provodi se na temelju mjere udaljenosti ili mjere sli¢nosti/razli¢itosti

Moze biti aglomerativno (bottom-up) ili divizivno (top-down)

Hijerarhijsko aglomertivno grupiranje (HAC): iterativno stapa najblize parove grupa
e Povezivanje (linkage) — nacin izracuna udaljenosti izmedu dvije grupe:
— Jednostruko povezivanje (single linkage)

dmin(Gi,Gj) = min _ d(x,x’)

xegi,x’egj
— Potpuno povezivanje (complete linkage)

dmax (gu gj) max d(X X )

xegz X Eg]

— Prosje¢no povezivanje (average lz’nk:age)

davg(gi;gj) N, - Z 2 dX X

xegZ x'eG;

— Povezivanje centroida (centroid linkage)

006 = | T x5 £
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Algoritam hijerarhijskog aglomerativnog grupiranja (HAC)



inicijaliziraj K, k — N, G; — {x®W} zai=1,... N
ponavljaj
ke—k—1

(Gi, Gj) < azgrgin d(Ga, Gp)
G+ Giug; ’
dok je k > K

e Prostorna slozenost: matrica udaljenosti za (g] ) parova primjera = O(N?)

e Vremenska slozenost: opéenito O(N3), O(N?%log N) s prioritetnom listom
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