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Jan Šnajder, natuknice s predavanja, v1.4

1 Pravila vjerojatnosti

• Pravilo zbroja:
P pxq “

ÿ

y

P px, yq

ñ marginalna vjerojatnosti iz zajedničke vjerojatnosti (joint)

• Pravilo umnoška:
P px, yq “ P py|xqP pxq “ P px|yqP pyq

• Dva pravila izvedena iz pravila umnoška:

– Bayesovo pravilo:

P py|xq “
P px|yqP pyq

P pxq

– Pravilo lanca (chain rule):

P px1, . . . , xnq “ P px1qP px2|x1qP px3|x1, x2q ¨ ¨ ¨P pxn|x1, . . . , xn´1q

“

n
ź

k“1

P pxk|x1, . . . , xk´1q

ñ faktorizacija zajedničke vjerojatnosti na umnožak faktora

2 Bayesov klasifikator

• Model Bayesovog klasifikatora:

hjpx;θq “ P py “ j|xq “
ppx|y “ jqP py “ jq

ř

k ppx|y “ kqP py “ kq

– P py|xq – aposteriorna vjerojatnost (posterior) klase za zadani primjer

– ppx|yq – izglednost klase (class likelihood) – vjerojatnost primjera u klasi

– P pyq – apriorna vjerojatnost klase (class prior)
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• Primjer: binarna klasifikacija s Gaussovim gustoćama za izglednosti klasa:

• Faktorizacija ppx, yq na ppx|yqP pyq omogućava modeliranje složenih distribucija

• Klasifikacija u najvjerojatniju klasu (MAP-hipoteza):

hpxq “ argmax
j

ppx|y “ jqP py “ jq

• Bayesov klasifikator – parametarski i generativni model

3 Generativni modeli

• Modeli modeliraju zajedničku distribuciju ppx, yq

• Na temelju ppx, yq računamo ppy|xq ili neku drugu distribuciju od interesa

• Modeliraju nastajanje podataka tpxpiq, ypiqqui – tzv. generativna priča

• Generativna priča Bayesovog klasifikatora:

P px, yq “ ppx|yqP pyq

ñ odabir oznake prema P pyq, zatim odabir primjera prema P px|yq

• Složeniji generativni modeli: Bayesove mreže, HMM, GMM, LDA

• Usp.: diskriminativni modeli izravno modeliraju ppy|xq; npr. logistička regresija:

hpx; wq “ P py|xq “ σpwTxq

• Diskriminativno vs. generativno:
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• Prednosti: laka ugradnja stručnog znanja, interpretabilnost/analiza rezultata

• Nedostatci: iziskuju mnogo primjera za učenje, nepotrebna složenost modeliranja

• Primjer: nepotrebna složenost modeliranja zajedničke vjerojatnosti:

4 Gaussov Bayesov klasifikator

• Izglednost klase modeliramo Gaussovom (normalnom) razdiobom: x|y „ N pµ,Σq

• µ predstavlja prototipni primjer; primjeri odstupaju od prototipa uslijed šuma

• Jednodimenzijski slučaj:

ppx|y “ jq “
1

?
2πσj

exp
!

´
px´ µjq

2

2σ2j

)

• Model (MAP-hipoteza):

hpxq “ argmax
j

ppx, y “ jq “ argmax
j

ppx|y “ jqP py “ jq

• Model za klasu j:

hjpxq “ ppx, y “ jq “ ppx|y “ jqP py “ jq

• Prelazak u logaritamsku domenu i uklanjanje konstanti:

hjpxq “ ln ppx|y “ jq ` lnP py “ jq

“ ´
�
�
��1

2
ln 2π ´ lnσj ´

px´ µjq
2

2σ2j
` lnP py “ jq
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• MLE procjene parametara:

µ̂j “
1

Nj

N
ÿ

i“1

1typiq “ juxpiq

σ̂2j “
1

Nj

N
ÿ

i“1

1typiq “ jupxpiq ´ µ̂jq
2

P py “ jq “ µ̂1j “
1

N

N
ÿ

j“1

1typiq “ ju “
Nj

N

• Primjer:
ppx|y “ 1q „ N p´3, 3q, P py “ 1q “ 0.3
ppx|y “ 2q „ N p2, 10q, P py “ 2q “ 0.7
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• Vǐse značajki ñ izglednosti modeliramo multivarijatnom normalnom razdiobom:

ppx|y “ jq “
1

p2πqn{2|Σj |
1{2

exp
´

´
1

2
pxpiq ´ µjq

TΣ´1j px
piq ´ µjq

¯

• Model za klasu j:

hjpxq “ ln ppx|y “ jq ` lnP py “ jq

“ ´
n

2
ln 2π ´

1

2
ln |Σj | ´

1

2
px´ µjq

TΣ´1j px´ µjq ` lnP py “ jq

ñ ´
1

2
ln |Σj | ´

1

2
px´ µjq

TΣ´1j px´ µjq ` lnP py “ jq
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• MLE procjene parametara:

µ̂j “
1

Nj

N
ÿ

i“1

1typiq “ juxpiq

Σ̂j “
1

Nj

N
ÿ

i“1

1typiq “ jupxpiq ´ µ̂jqpx
piq ´ µ̂jq

T

µ̂j “
1

N

N
ÿ

j“1

1typiq “ ju “
Nj

N

• Broj parametara: n
2 pn` 1qK `K ¨ n`K ´ 1 ñ Opn2q

• Granica izmedu dviju klasa: h1pxq ´ h2pxq “ 0:

h12pxq “ h1pxq ´ h2pxq

“ ´
1

2
ln |Σ1| ´

1

2

`

xTΣ´11 x´ 2xTΣ´11 µ1 ` µT
1 Σ´11 µ1

˘

` lnP py “ 1q

´

´

´
1

2
ln |Σ2| ´

1

2

`

xTΣ´12 x´ 2xTΣ´12 µ2 ` µT
j Σ´12 µ2

˘

` lnP py “ 2q
¯

. . .xTpΣ´11 ´Σ´12 qx . . .

ñ član koji kvadratno ovisi o x ô nelinearna granica

5 Varijante Gaussovog Bayesovog klasifikatora

• Uvodimo pretpostavke na Σ koje pojednostavljuju model

Σ Σ “ diagpσ2i q Σ “ σ2I

• Dijeljena kovarijacijska matrica: Σ̂ “
ř

j µ̂jΣ̂j

– Model za klasu j:

hjpxq “ ln ppx|y “ jq ` lnP py “ jq

“ ´
��

��n

2
ln 2π ´

�
�
�
�1

2
ln |Σ| ´

1

2
p�����
xTΣ´1x´ 2xTΣ´1µj ` µT

j Σ´1µjq ` lnP py “ jq

– Model je linearan ñ linearna granica izmedu klasa

– Broj parametara: n
2 pn` 1q ` nK `K ´ 1 ñ Opn2q
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• Dijeljena i dijagonalna kovarijacijska matrica: Σ “ diagpσ2i q

– Vrijedi |Σ| “
ś

i σ
2
i i Σ´1 “ diagp1{σ2i q

– Izglednost klase:

ppx|y “ jq “
1

p2πqn{2|Σ|1{2
exp

´

´
1

2
px´ µjq

TΣ´1px´ µjq

¯

“
1

p2πqn{2
śn

i“1 σi
exp

´

´
1

2

n
ÿ

i“1

´xi ´ µij
σi

¯2¯

“

n
ź

i“1

1
?

2πσi
exp

!

´
1

2

`xi ´ µij
σi

¯2)

“

n
ź

i“1

N pµij , σ2i q “
N
ź

i“1

ppxi|yq

ñ uvjetna nezavisnost značajki ñ Gaussov naivan Bayesov klasifikator

– xkKxj |y ñ Covpxk|y, xj |yq “ 0 ô ppx|yq “
ś

k ppxk|yq

– Model za klasu j:

hjpxq “ ln ppx|y “ jq ` lnP py “ jq

“

��
���

��n
ÿ

i“1

ln
1

?
2πσi

`

n
ÿ

i“1

´

´
1

2

´xi ´ µij
σi

¯2¯

` lnP py “ jq

ñ normirana euklidska udaljenost izmedu primjera x i prototipa klase µj

– Broj parametara: n` n ¨K `K ´ 1 ñ Opnq
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• Izotropna kovarijacijska matrica: Σ “ σ2I

– Model za klasu j:

hjpxq “ ´
1

2σ2

n
ÿ

i“1

pxi ´ µijq
2 ` lnP py “ jq

– Broj parametara: 1`Kn`K ´ 1 ñ Opnq

• Druge varijante:

Pretpostavka Kov. matrica Broj parametara

Različite, hiperelipsoidi Σj Knpn` 1q{2`Kn
Dijeljena, hiperelipsoidi Σ npn` 1q{2`Kn
Različite, poravnati hiperelipsoidi Σj “ diagpσ2i,jq 2Kn

Dijeljena, poravnati hiperelipsoidi Σ “ diagpσ2i q n`Kn
Različite, hipersfere Σj “ σ2j I K `Kn

Dijeljena, hipersfere Σ “ σ2I 1`Kn

• Odabir modela: unakrsnom provjerom
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