14. Procjena parametara II
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1 Funkcija izglednosti

e Skup podataka D = {xD}Y | koji su iid; pretpostavka: x() ~ p(x|8)

e Vjerojatnost uzorka:
N o
p(DI0) = p(x,... . xM0) = [ [p(x"|0) = L(6]D)
i=1

gdje je L : 6 — p(D|0) funkcija izglednosti
e L(0|D) — vjerojatnost realizacije uzorka D, ako je parametar populacije jednak 6

e Npr. funkcija izglednosti Bernoullijeve varijable — m pozitivnih ishoda u N pokusa:

=

L(pD) = P(D|p) = P(xM, ..., a™|p) = [T PP |u) = p™ (1 = p)V=m
=1

gdje m = 3, 2

0.007 0.0010

0.006
0.0008

0.005

0.004 0.0006

L(u|D)
L(uD)

0.003 0.0004
0.002

0.001

0.000
0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2 Procjenitelj MLE

e Pretpostavka: uzorak D je najvjerojatniji mogudi, inace ne bi bio izvucen

e Najbolja procjena za 0 je ona koja maksimizira izglednost £(0|D)



e Procjenitelj najvece izglednosti (mazimum likelihood estimator) — MLE:

OMLE = argmax L(6|D)
]

e Radi matematicke jednostavnosti, maksimizirat ¢emo log-izglednost:

O\iLE = argmax (ln E(G\D))
0

e MLE za parametar Bernoullijeve razdiobe:
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In L(pu|D) = lnH,ux( )(1 )l_x(l) = Z 29 Inp + (N — Z x(i)) In(1— p)
i=1 i=1 i=1
oln L 1 N (3) 1 N i
o =Mi;x _1—M<N_Z;$()>:O

lN m
I g m
“MLE_NZ_ U=y

= relativna frekvencija (udio realizacije x = 1)
e MLE za parametre kategorijske razdiobe:
N ' NCOK ) K N
In L(p|D) = lnHP(x(’)\u) = lnH H wr = 2 Z xg) In pug
i=1 i=1k=1 k=1i=1
= maksimizacijom po u uz 25:1 ur = 1 metodom Lagrangeovih multiplikatora:
N
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HEMLE = N;xk - N
= relativna frekvencija k-te vrijednosti kategorijske varijable

e MLE za parametre normalne razdiobe:

In L(p,0?|D) = lnﬁ ! exp ( - W)
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= procjenitelj varijance je pristran (za malen N preporuca ga se korigirati)



e MLE za parametre multivarijatne normalne razdiobe:
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e MLE smo veé koristili kod izvoda funkcije gubitka za poopéene linearne modele

e Minimizacija empirijske pogreske < MLE procjena za w uz odgovarajuéu p(y|x)

MLE je sklon prenaugenosti — osobito problemati¢no kada je N malen

Npr., bacanje novéic¢a (Bernoullijeva varijabla): m =0, N =5 = g = 0:

L(plD)

Procjenitelj MAP

e Zelimo kombinirati informacije iz podataka (izglednost @) s apriornim znanjem o 0
e p(0) — apriorna razdioba parametra 6 (parameter prior)

e Aposteriorna vjerojatnost parametra 6 (Bayesov teorem):

_ p(D|6)P(0)
p(e‘D) - p(D)

e Procjenitelj maksimum aposteriori (MAP):

Oriap = argmax p(0|D) = argmax p(D|0) p(8) = argmax L£(8|D) p(6)
0 0 )

e Izglednost x Prior oc Posterior:



L(4D)= ADl) 16 Plula, ) 0030 P(u/D)

Rjesivo analiti€ki, ako p(D|0) i p(@) odaberemo tako da daju neku standardnu p(8|D)

Konjugatne distribucije < p(0|D) i p(0) su iste vrste distribucija

p(0) je konjugatna apriorna distribucija za p(D|6@) = p(0|D) i p(0) su konjugatne

Svaka p(D|0) iz eksponencijalne familije ima svoju konjugatnu apriornu distribuciju:

p(D|0) Bernoullijeva = p(0) beta

)
p(D|0) kategorijska = p(@) Dirichletova
— p(D|O) normalna = p(@) normalna
(D16)

— p(D|6) multiv. normalna = p(#) multiv. normalna

4 Beta-Bernoullijev model

e Konjugatna apriorna distr. za izglednost Bernoullijeve varijable je beta-distribucija:
1
B(a, B)

gdje beta-funkcija B sluzi za normalizaciju, te « > 01 8 >0

p(pla, B) = Pt 1= )Pt

— a = = 1 < uniformna distribucija = neinformativna apriorna distribucija
— a>1, 8 >1 = veta gustoca vjerojatnosti za yu = 0.5

— a > f = veca gustoca vjerojatnosti za u € (0.5,1)

— a < = veda gustoca vjerojatnosti za u € (0,0.5)

e Maksimizator (mod) beta-distribucije: #5172 (za o, > 1)

e Aposteriorna beta-distribucija:

p(ulD, r, B) = ™ (1 — )N
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gdied =m+aif=N-m+§
e MAP-procjenitelj odgovara modu aposteriorne beta-distribucije:
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e Za N — oo procjenom dominiraju podatci; za o = 8 = 1 MAP degenerira u MLE

e MAP provodi zagladivanje (smoothing) — prerasporedivanje mase vjerojatnosti

e Laplaceovo zagladivanje (Laplace smoothing) — MAP sa a = g = 2:

m+1
N +2

AP =

5 Dirichlet-kategorijski model

e Konjugatna apriorna distr. za multinomijalnu izglednost je Dirichletova distribucija

K
1 ap—1

— [~
Bla) ;5"

P(ula) = Pl ... pclon, - ) =

gdje beta-funkcija B sluzi za normalizaciju, te ag > 0

e Dirichletova distribucija je poopéenje beta-distribucije na K varijabli

e uy leze na (K — 1)-dimenzijskom standardnom simpleksu, tj. Zszl e =11 =0

e Npr., za K = 3, to je trokut u trodimenzijskome prostoru:

a)

1

AAALA

(0.90,0.90,0.90) (1.00,1.00,1.00) (2.00,2.00,2.00) (4.00,4.00,4.00)

TAALA

(0.85,1.50,2,00) (1.00,1.76,2.35) (1.70,3.00,4.00) (3.40,6.00,8.00)

e MAP-procjenitelj odgovara modu Dirichletove distribucije:

/
ap —1

25:1 o — K

[l MAP =

gdje o), = N + o i Nj = >, x,(j) (broj nastupanja k-te vrijednosti)

e Uz ap = 2, najvjerojatnija je uniformna distribucija po u, a procjenitelj je:

. _Nk—i—l
Nk,MAP—N+K
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