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1 Funkcija izglednosti

• Skup podataka D “ txpiquNi“1 koji su iid; pretpostavka: xpiq „ ppx|θq

• Vjerojatnost uzorka:

ppD|θq “ ppxp1q, . . . ,xpNq|θq “
N
ź

i“1

ppxpiq|θq ” Lpθ|Dq

gdje je L : θ ÞÑ ppD|θq funkcija izglednosti

• Lpθ|Dq – vjerojatnost realizacije uzorka D, ako je parametar populacije jednak θ

• Npr. funkcija izglednosti Bernoullijeve varijable – m pozitivnih ishoda u N pokusa:

Lpµ|Dq “ P pD|µq “ P pxp1q, . . . , xpNq|µq “
N
ź

i“1

P pxpiq|µq “ µmp1´ µqpN´mq

gdje m “
ř

i x
piq
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m “ 8, N “ 10 m “ 5, N “ 10

2 Procjenitelj MLE

• Pretpostavka: uzorak D je najvjerojatniji mogući, inače ne bi bio izvučen

• Najbolja procjena za θ je ona koja maksimizira izglednost Lpθ|Dq
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• Procjenitelj najveće izglednosti (maximum likelihood estimator) – MLE:

θ̂MLE “ argmax
θ

Lpθ|Dq

• Radi matematičke jednostavnosti, maksimizirat ćemo log-izglednost:

θ̂MLE “ argmax
θ

`

lnLpθ|Dq
˘

• MLE za parametar Bernoullijeve razdiobe:

lnLpµ|Dq “ ln
N
ź

i“1

µx
piq

p1´ µq1´x
piq

“

N
ÿ

i“1

xpiq lnµ`
´

N ´
N
ÿ

i“1

xpiq
¯

lnp1´ µq

BlnL
Bµ

“
1

µ

N
ÿ

i“1

xpiq ´
1

1´ µ

´

N ´
N
ÿ

i“1

xpiq
¯

“ 0

ñ µ̂MLE “
1

N

N
ÿ

i“1

xpiq “
m

N

ñ relativna frekvencija (udio realizacije x “ 1)

• MLE za parametre kategorijske razdiobe:

lnLpµ|Dq “ ln
N
ź

i“1

P pxpiq|µq “ ln
N
ź

i“1

K
ź

k“1

µ
x

piq

k
k “

K
ÿ

k“1

N
ÿ

i“1

x
piq
k lnµk

ñ maksimizacijom po µk uz
řK
k“1 µk “ 1 metodom Lagrangeovih multiplikatora:

µ̂k,MLE “
1

N

N
ÿ

i“1

x
piq
k “

Nk

N

ñ relativna frekvencija k-te vrijednosti kategorijske varijable

• MLE za parametre normalne razdiobe:

lnLpµ, σ2|Dq “ ln
N
ź

i“1

1
?

2πσ
exp

´

´
pxpiq ´ µq2

2σ2

¯

“ ´
N

2
lnp2πq ´N lnσ ´

ř

ipx
piq ´ µq2

2σ2

BlnL
Bµ

“ 0 ñ µ̂MLE “
1

N

N
ÿ

i“1

xpiq

BlnL
Bσ2

“ 0 ñ σ̂2MLE “
1

N

N
ÿ

i“1

pxpiq ´ µ̂MLEq
2

ñ procjenitelj varijance je pristran (za malen N preporuča ga se korigirati)

2



• MLE za parametre multivarijatne normalne razdiobe:

lnLpµ,Σ|Dq “ ln
N
ź

i“1

ppxpiq|µ,Σq

“ ´
nN

2
lnp2πq ´

N

2
|Σ| ´

1

2

N
ÿ

i“1

pxpiq ´ µqTΣ´1pxpiq ´ µq

∇µ lnL “ 0 ñ µ̂MLE “
1

N

N
ÿ

i“1

xpiq

∇Σ lnL “ 0 ñ Σ̂MLE “
1

N

N
ÿ

i“1

pxpiq ´ µ̂MLEqpx
piq ´ µ̂MLEq

T

• MLE smo već koristili kod izvoda funkcije gubitka za poopćene linearne modele

• Minimizacija empirijske pogreške ô MLE procjena za w uz odgovarajuću ppy|xq

• MLE je sklon prenaučenosti – osobito problematično kada je N malen

• Npr., bacanje novčića (Bernoullijeva varijabla): m “ 0, N “ 5 ñ µ̂MLE “ 0:
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3 Procjenitelj MAP

• Želimo kombinirati informacije iz podataka (izglednost θ) s apriornim znanjem o θ

• ppθq – apriorna razdioba parametra θ (parameter prior)

• Aposteriorna vjerojatnost parametra θ (Bayesov teorem):

ppθ|Dq “ ppD|θqP pθq
ppDq

• Procjenitelj maksimum aposteriori (MAP):

θ̂MAP “ argmax
θ

ppθ|Dq “ argmax
θ

ppD|θq ppθq “ argmax
θ

Lpθ|Dq ppθq

• Izglednost ˆ Prior 9 Posterior:
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ˆ “

• Rješivo analitički, ako ppD|θq i ppθq odaberemo tako da daju neku standardnu ppθ|Dq

• Konjugatne distribucije ô ppθ|Dq i ppθq su iste vrste distribucija

• ppθq je konjugatna apriorna distribucija za ppD|θq ñ ppθ|Dq i ppθq su konjugatne

• Svaka ppD|θq iz eksponencijalne familije ima svoju konjugatnu apriornu distribuciju:

– ppD|θq Bernoullijeva ñ ppθq beta

– ppD|θq kategorijska ñ ppθq Dirichletova

– ppD|θq normalna ñ ppθq normalna

– ppD|θq multiv. normalna ñ ppθq multiv. normalna

4 Beta-Bernoullijev model

• Konjugatna apriorna distr. za izglednost Bernoullijeve varijable je beta-distribucija:

ppµ|α, βq “
1

Bpα, βq
µα´1p1´ µqβ´1

gdje beta-funkcija B služi za normalizaciju, te α ą 0 i β ą 0

– α “ β “ 1 ô uniformna distribucija ñ neinformativna apriorna distribucija

– α ą 1, β ą 1 ñ veća gustoća vjerojatnosti za µ “ 0.5

– α ą β ñ veća gustoća vjerojatnosti za µ P p0.5, 1q

– α ă β ñ veća gustoća vjerojatnosti za µ P p0, 0.5q

• Maksimizator (mod) beta-distribucije: α´1
α`β´2 (za α, β ą 1)

• Aposteriorna beta-distribucija:

ppµ|D, α, βq “ µmp1´ µqN´m
1

Bpα, βq
µα´1p1´ µqβ´1

1

ppDq

“ µm`α´1p1´ µqN´m`β´1
1

Bpα, βqppDq

“ µα
1´1p1´ µqβ

1´1 1

Bpα1, β1q

gdje α1 “ m` α i β1 “ N ´m` β

• MAP-procjenitelj odgovara modu aposteriorne beta-distribucije:

µ̂MAP “
α1 ´ 1

α1 ` β1 ´ 2
“

m` α´ 1

α`N ` β ´ 2
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• Za N Ñ8 procjenom dominiraju podatci; za α “ β “ 1 MAP degenerira u MLE

• MAP provodi zagladivanje (smoothing) – prerasporedivanje mase vjerojatnosti

• Laplaceovo zagladivanje (Laplace smoothing) – MAP sa α “ β “ 2:

µ̂MAP “
m` 1

N ` 2

5 Dirichlet-kategorijski model

• Konjugatna apriorna distr. za multinomijalnu izglednost je Dirichletova distribucija

P pµ|αq “ P pµ1, . . . , µK |α1, . . . , αKq “
1

Bpαq

K
ź

k“1

µαk´1
k

gdje beta-funkcija B služi za normalizaciju, te αk ą 0

• Dirichletova distribucija je poopćenje beta-distribucije na K varijabli

• µk leže na pK ´ 1q-dimenzijskom standardnom simpleksu, tj.
řK
k“1 µk “ 1 i µk ě 0

• Npr., za K “ 3, to je trokut u trodimenzijskome prostoru:

• MAP-procjenitelj odgovara modu Dirichletove distribucije:

µ̂k,MAP “
α1k ´ 1

řK
k“1 α

1
k ´K

gdje α1k “ Nk ` αk i Nk “
ř

i x
piq
k (broj nastupanja k-te vrijednosti)

• Uz αk “ 2, najvjerojatnija je uniformna distribucija po µ, a procjenitelj je:

µ̂k,MAP “
Nk ` 1

N `K
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