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1 Motivacija

• Probabilistički modeli modeliraju vjerojatnosnu razdiobu primjera x i/ili oznaka y

• Prednosti: (1) temeljeni na teoriji vjerojatnosti, (2) vjerojatnosna predikcija, (3)
ugradnja apriornog znanja, (4) prikladni za male skupove podataka

• Npr. Bayesov klasifikator – P py|xq 9 P px|yqP pyq

– odabrati prikladne razdiobe za P px|yq i P pyq

– procijeniti parametre razdioba na temelju podataka ô učenje modela

2 Slučajne varijable

• X – slučajna varijabla (s.v.) sa skupom mogućih vrijednosti txiu

• Diskretna s.v.:

– P pX “ xq, kraće P pxq – vjerojatnost da diskretna s.v. poprimi vrijednost x

– P pxiq ě 0,
ř

i P pxiq “ 1 ñ diskretna razdioba (distribucija) vjerojatnosti

• Kontinuirana s.v.:

– ppxq – funkcija gustoće vjerojatnosti (PDF)

– ppxq ě 0,
ş8

´8
ppxqdx “ 1ñ kontinuirana razdioba (distribucija) vjerojatnosti

• Očekivanje – prosječna vrijednost: ErXs “
ř

x xP pxq odnosno ErXs “
ş8

´8
x ppxqdx

• Varijanca – očekivano odstupanje od očekivanja: VarpXq “ σ2X “ ErpX ´ ErXsq2s

• Kovarijanca – zajednička varijabilnost dviju varijabli:

CovpX,Y q “ σX,Y “ ErpX ´ ErXsqpY ´ ErY sqs

ñ CovpX,Y q “ CovpY,X,), CovpX,Xq “ VarpXq

• Pearsonov koeficijent korelacije: ρX,Y “
CovpX,Y q?
VarpXqVarpY q

“
σX,Y

σXσY
P r´1,`1s
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– ρX,Y “ `1 ô pozitivna linearna zavisnost

– ρX,Y “ 0 ô linearna nezavisnost

– ρX,Y “ ´1 ô negativna linearna zavisnost

ñ ne mjeri nelinearnu zavisnost!

• Matrica kovarijacije – kovarijacija svih parova varijabli slučajnog vektora pX1, . . . , Xnq:

Σ “

¨

˚

˚

˚

˝

VarpX1q CovpX1, X2q . . . CovpX1, Xnq

CovpX2, X1q VarpX2q . . . CovpX2, Xnq
...

...
. . .

...
CovpXn, X1q CovpXn, X2q . . . VarpXnq

˛

‹

‹

‹

‚

“ E
”

pX´ ErXsqpX´ ErXsqT
ı

– simetrična i pozitivno semidefinitna

– singularna (tj. nema inverz) ako postoje linearno zavisni retci ili ako σ2i “ 0

– CovpXi, Xjq “ 0 ñ dijagonalna kovarijacijska matrica, Σ “ diagpσ2i q

– σ2i “ σ ñ izotropna kovarijacijska matrica, Σ “ σ2I

• Nezavisne varijable ô P pX,Y q “ P pXqP pY q

– nezavisne varijable su nekorelirane, CovpX,Y q “ ρX,Y “ 0, ali obrat ne vrijedi!

3 Osnovne vjerojatnosne distribucije

• Diskretna varijabla:

– Jednodimenzijska binarna: Bernoullijeva razdioba

– Jednodimenzijska vǐsevrijednosna: kategorička (multinulijeva) razdioba

– Vǐsedimenzijska: Konkatenirani vektor binarnih/vǐsevrijednosnih varijabli

• Kontinuirana varijable:

– Jednodimenzijska: univarijatna normalna (Gaussova) razdioba

– Vǐsedimenzijska: multivarijatna normalna (Gaussova) razdioba

• Bernoullijeva razdioba – binarna s.v.:

P px|µq “ µxp1´ µq1´x

ñ ErXs “ µ, VarpXq “ µp1´ µq

• Kategorička (multinulijeva) razdioba – vǐsevrijednosna diskretna s.v.:

P px|µq “
K
ź

k“1

µxkk

– x “ px1, x2, . . . , xKq
T – vektor indikatorskih varijabli (one-hot encoding)

– µ “ pµ1, . . . , µKq – vjerojatnosti pojedinih vrijednosti,
ř

k µk “ 1, µk ě 0
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• Normalna (Gaussova) razdioba – kontinuirana vrijednost uz prisustvo šuma:

ppx|µ, σ2q “
1

?
2πσ

exp
´

´
px´ µq2

2σ2

¯

ñ ErXs “ µ, VarpXq “ σ2

• Multivarijatna (vǐsedimenzijska) normalna (Gaussova) razdioba:

ppx|µ,Σq “
1

p2πqn{2|Σ|1{2
exp

´

´
1

2
px´ µqTΣ´1px´ µq

¯

ñ ErXs “ µ, CovpXi, Xjq “ Σij

– značajke su savršeno multikolinearne ô Σ je singularna ô ppxq je nedefinirana

– ∆2 “ px´ µqTΣ´1px´ µq – kvadratna forma

– ∆ – Mahalanobisova udaljenost izmedu x i µ

• Kovarijacijska matrica odreduje izgled Gaussove razdiobe:

Σ Σ “ diagpσ2i q Σ “ σ2I
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4 Procjena parametara

• Raspolažemo konačnim i slučajnim (= reprezentativnim) uzorkom iz populacije

• Na temelju uzorka procjenjujemo parametre modela koji opisuje populaciju

• Uzorak – niz s.v. pX1, X2, . . . , XN q koje su iid (identično i nezavisno distribuirane)

• Statistika – funkcija slučajnog uzorka, Θ “ gpX1, X2, . . . , XN q

• Procjenitelj (estimator) – statistika koja odgovara parametru populacije θ

• Procjena (estimacija) – vrijednost procjenitelja za dani uzorak, θ̂ “ gpx1, x2, . . . , xN q

• Procjenitelj je s.v., pa ima svoje očekivanje i varijancu

• Pristranost (bias) – razlika izmedu očekivanja procjenitelja i parametra populacije:

bpΘq “ ErΘs ´ θ

• Nepristran procjenitelj (unbiased estimator) ô ErΘs “ θ ô bpΘq “ 0

• Primjeri:

– µ̂ “ 1
N

ř

i x
piq – nepristran procjenitelj srednje vrijednosti µ

– σ̂2 “ 1
N

řN
i“1px

piq ´ µ̂q2 – pristran procjenitelj varijance σ2 (podcjenjuje!)

– σ̂2 “ 1
N´1

řN
i“1px

piq ´ µ̂q2 – nepristran procjenitelj varijance σ2

• Postupci za izvodenje procjenitelja:

– Procjenitelj najveće izglednosti (maximum likelihood estimator, MLE)

– Procjenitelj maximum aposteriori (MAP)

– Bayesovski procjenitelj (bayesian estimator)

• Radit ćemo MLE i MAP
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