
7. Logistička regresija II
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1 Alternative gradijentnom spustu

• Gradijentni spust s linijskim pretraživanjem ima cik-cak trajektoriju ñ sporo

• Alternativa: optimizacija drugog reda, npr. Newtonov postupak

• Ideja: skok iz trenutačnog minimuma do minimuma kvadratne aproks. funkcije

• Kvadratna aproksimacija fpxq u točki xt razvojem u Taylorov red drugog reda:

fpxq « fquadpxq “ fpxtq `∇fpxtqTpx´ xtq `
1

2
px´ xtq

THtpx´ xtq
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gdje je Ht Hesseova matrica funkcije fpxq u točki xt
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• fpxq je konveksnaôH je pozitivno semi-definitna (ali ne nužno pozitivno definitna!)

• Ažuriranje parametara:
xt`1 “ xt ´ ηH

´1
t ∇fpxtq

• Ne radi ako H nije invertibilna ñ multikolinearnost ñ treba regularizirati

• Specifično, za logističku regresiju:

H “ ΦTSΦ

gdje S “ diag
`

hpxpiqqp1´ hpxpiqqq
˘

• Pravilo ažuriranja:
w Ð w ´H´1∇Epw|Dq pη “ 1q

ñ algoritam iteratively reweighted least squares (IRLS)

• Izračun Ht u svakom koraku je potencijalno skup

• Alternativa: kvazi-Newtonovi postupci (BFSG, L-BFSG) – aproksimiraju Ht

• Uključivanje L2-regularizacije je jednostavno:

∇ERpw|Dq “ ∇Epw|Dq ` λw

HR “ H` λI

• L1-regularizacija: podgradijentne metode (koordinatni spust, proksimalne metode)

2 Vǐseklasna logistička regresija

• OVO/OVR ne daje vjerojatnosnu distribuciju po klasama

• Funkcija softmax: softmax : Rn Ñ Rn, gdje za komponentu k vrijedi:

softmaxkpx1, . . . , xnq “
exppxkq

ř

j exppxjq

ñ normalizira tako da
ř

xk “ 1 te smanjuje male i povećava velike vrijednosti

• Multinomijalna logistička regresija (MNR, maximum entropy classifier):

hkpx; Wq “
exppwT

k φpxqq
ř

j exppwT
j φpxqq

“ P py “ k|x,Wq

gdje W “ pw1, . . . ,wKq
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• Izlaz je multinulijeva (kategorička) varijabla y “ py1, y2, . . . , yKq
T, s distribucijom:

P py|µq “
K
ź

k“1

µykk

• Log-izglednost označenih primjera:

lnP py|X,Wq “ ln
N
ź

i“1

P pypiq|xpiqq “ ln
N
ź

i“1

K
ź
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µ
y

piq

k
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ñ poopćena pogreška unakrsne entropije:

EpW|Dq “ ´
N
ÿ

i“1

K
ÿ

k“1

y
piq
k lnhkpx

piq; Wq

• Funkcija gubitka:

Lpy, hkpxqq “ ´
K
ÿ

k“1

yk lnhkpx; Wq

• Gradijent za klasu k:

∇wk
EpW|Dq “

N
ÿ

i“1

`

hkpx
piq; Wq ´ y

piq
k

˘

φpxpiqq

ñ gradijent je isti kao i za binarnu logističku funkciju

• On-line ažuriranje:

wk Ð w ´ η
`

hpxpiq; wq ´ ypiq
˘

φpxpiqq

ñ algoritam least-mean-squares (LMS) ili Widrow-Hoffovo pravilo

• Isto dobivamo za on-line optimizaciju linearne regresije

3 Poopćeni linearni modeli i eksponencijalna familija

• Unificirani pogled na tri poopćena linearna modela koja smo razmatrali

• Linearna regresija:

hpx; wq “ wTφpxq

P py|x,wq “ N pµ, σ2q “ N phpxq, σ2q

Lpy, hpxqq “ phpxq ´ yq2

∇wL
`

y, hpxq
˘

“
`

hpxq ´ y
˘

φpxq
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• Logistička regresija:

hpx; wq “ σpwTφpxqq “
1

1` expp´wTφpxqq
“ P py “ 1|x,wq

P py|x,wq “ µyp1´ µqp1´yq “ hpxqyp1´ hpxqqp1´yq

Lpy, hpxqq “ ´y lnhpxq ´ p1´ yq ln
`

1´ hpxq
˘

∇wL
`

y, hpxq
˘

“
`

hpxq ´ y
˘

φpxq

• Multinomijalna logistička regresija:

hkpx; Wq “ softmaxpwTφpxqq “
exppwT

k φpxqq
ř

j exppwT
j φpxqq

“ P py “ k|x,wq

P py|x,wq “
K
ź

k“1

µykk “

K
ź

k“1

hkpxq
yk

Lpy, hkpxqq “ ´
K
ÿ

k“1

yk lnhkpx; Wq

∇wk
L
`

yk, hkpxq
˘

“
`

hkpxq ´ yk
˘

φpxq

• Sve tri korǐstene distribucije pripadaju eksponencijalnoj familiji distribucija:

ppx|θq “ hpxq exp
`

θTφpxq ´Apθq
˘

• Ključno za poopćene linearne modele – distribucija odreduje aktivacijsku funkciju:

– Gauss Ø funkcija identiteta, Bernoulli Ø logistička, Multinoulli Ø softmax

4 Adaptivne bazne funkcije

• Model s baznim funkcijama:

hpx; wq “ f
`

wTφpxq
˘

“ f
´

m
ÿ

j“0

wjφjpxq
¯

• Fiksne (u obliku i broju) adaptivne funkcije mogu biti ograničavajuće

• Parametrizirane bazne funkcije – svaka bazna funkcija je poopćeni linearan model:

hpx; wq “ f
´

m
ÿ

j“0

w
p2q
j f

`

n
ÿ

i“0

w
p1q
ji xi

˘

looooooomooooooon

“φjpxq

¯

“ f
`

wp2qTfpWp1qxq
˘

• Dobili smo dvoslojnu neuronsku mrežu
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• Složeniji model, ali ga je lakše pretrenirati te optimizacija nije konveksna
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