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5.1. Operatorske norme i konvergencija matrica
_____________________________________________________________________________________________|]

Vektorski prostor linearnih operatora. Ako su zadani normirani vektorski pros-
tori X i Y onda se, kao $to smo vidjeli, na njima moze uvesti pojam konvergencije. To
omogucava da definiramo i pojam neprekinute funkcije medu normiranim prostorima.
Zaneku funkciju F : X — Y kaZemo da je neprekinuta u tocki x € X akoiz x; — x sli-
jedi F(x) — F(x), ili krade: limg_ o F(xx) = F(x). Akoje F =A : X — Y linearni
operator, onda je zbog linearnosti neprekinutost linearnog operatora dovoljno provje-
riti samo za x = (. Svaki linearni operator definiran medu kona¢no-dimenzionalnim
vektorskim prostorima X i Y je neprekinut.

Za zadane kona¢no-dimenzionalne vektorske prostore X i Y skup svih linearnih
operatora A : X — Y oznaCavamo sa L(X,Y). Taj skup je vektorski prostor, ako
zbrajanje operatora A i B : X — Y definiramo sa (A 4+ B)(x) = Ax + Bx, a mnoZenje
sa skalarom AA sa (AA)(x) = A -Ax. Akosu X i ¥ kona¢no-dimenzionalni prostori,
lako se vidi da je dim£(X,Y) = dimX - dimY. Na pr. dim £(R",R") = mn, jer
L(R",R™) moZemo poistovjetiti s vektorskim prostorom matrica tipa m X n, tj. sa
M,,, . Vektorski prostor £(X,X) svih linearnih operatora iz X u samog sebe oznaca-
vamo krace sa L(X).

Operatorska norma linearnih operatora i matrica. Ako su X i Y normirani
vektorski prostori (ne nuzno konacno-dimenzionalni), onda se i u vektorski prostor
L(X,Y) svih neprekinutih linearnih operatoraiz X u ¥ moZe na prirodan na¢in uvesti
tzv. operatorska norma:

lAx]] .
Al :=sup T—=, 4. [JA| = sup [Ax]].
x#0 [l ||x||=1

Pritom je neprekinutost operatora A ekvivalentna s uvjetom ||A|| < oo, pa kaZzemo jo$
da je A omeden linearan operator (engl. “bounded linear operator”). Ako su X i
Y konacno-dimenzionalni prostori, onda je svaki linearni operator omeden, a sup se u
definiciji operatorske norme moze zamijeniti s max (tj. supremum je dostignut za neki
X).

Ako je ||A|| < oo, onda je A doista neprekinut operator: iz x; — x kad k — oo, slijedi
[Axi — Ax|| = lACee — )| < [lA]l [lxe = x[| — 0.

Normu od A moZemo opisati na ekvivalentan nacin s ova dva zahtjeva:
Lofad] < Al dl oo I
2. ]|A|| ima svojstvo minimalnosti: ||A| je najmanji broj M > 0 za koji vrijedi

|Ax]| < M||x|| za sve x.

S tom normom vektorski prostor £(X,Y) postaje normiran prostor. Doista,

a) ||A]| = 0 je jasno; ako je ||A|| = O onda je ||Ax|| = O za sve x, dakle A =0

(pozitivnost);

AAx Ax
b) (124 = sup, 4 5k = sup, o [A] - S = |A] - sup,

llAx]]
llx Il<

L — 4] - lA]l (ho-
mogenost);

) [[(A+B)x|| = [|[Ax+Bx]| < [[Ax| +||Bx|| < (|All+]|B|)[|x]|, dakle zbog svojstva
minimalnosti je onda ||A + B|| < ||A]| + ||B|| (nejednakost trokuta).

.....

d) akosu A,B € L(X), onda je
[AB]| < [lA]l - I[B]-

Posebno, vrijedi [|A¥|| < ||A|[¥ za svaki prirodan broj k.

Dokaz je lagan. Vrijedi ||ABx|| < ||A|| - ||Bx|| < ||A]| - ||B]| - ||x]|, dakle zbog
svojstva minimalnosti broja ||AB|| je onda ||AB|| < ||A]| - ||B]| -

O toj vaznoj normi bit ée vise rijeci u odjeljku o matri¢nim normama.

Neka je X konacno-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem K = R ili C.
Neprekinuti linearni operatori iz X u K zovu se linearni funkcionali. Vektorski pros-
tor £(X,K) svih neprekinutih linearnih funkcionala iz X u K zove se dualni prostor
od X, ioznatava sa X’'. Na pr. funkcional f : R” — R zadan sa

fx) =aixi + ...+ apxy,

je linearan funkcional, tj. sadrzan u (R")’. To su zapravo i jedini funkcionali na R”,
tj. svi su oblika f, : R" — R, gdje je fu(x) = (x|a), a € R" (Rieszov teorem o
reprezentaciji linearnog funkcionala). Vrlo lako je vidjeti da je pridruzivanje f — a
linearni operator iz (R")’ u R", i to bijektivan (tj. izomorfizam), pa se dualni prostor
(R")" moze poistovjetiti sa R".

Ako je X beskonacno-dimenzionalan prostor, to¢an opis dualnog prostora nije sasvim jednos-
tavan. Na pr. ako je X = I7(0,1), p € (1,00), onda se pokazuje da je prostor X’ izomorfan sa
L%(a,b), gdje je g dualni eksponent od p,tj. ¢ = p/(p — 1) . To znadi da svaki linearni funkcional
FeIP0,1),4. F:I7(0,1) — R, ima oblik

1
F(x) :/0 a(t)x(t) dt

edje je a(t) neka funkcija iz L7(0,1). Funkcional F € I”(0,1)" poistovieéujemo s funkcijom
aeL40,1). Zap=2je g=2/(2— 1) = 2, pa dual prostora L>(0, 1) moZemo poistovjetiti sa
samim sobom.

Neka je M,,, vektorski prostor svih realnih (ili kompleksnih) matrica A tipa
m x n. Gledajuci matricu A kao linearni operator iz R” u R” (R"” 3 x — Ax € R"),
moZemo na prirodan nacin definirati operatorsku normu od A, generiranu s nekom
zadanom normom na R" i jo§ jednom normom na R™: [|A[| = sup,  [|Ax]|/[[x]|.
S tom matriénom normom vektorski prostor M,,, postaje normirani prostor. Budu-
¢i da je on konacno-dimenzionalan (dimenzije mn) onda je to Banachov prostor, tj.
svaki Cauchyjev slijed matrica u njemu konvergira: ako za slijed matrica (Ay) vrijedi
|Ax — A;|| — 0 kada k,! — oo, onda slijed matrica A; konvergira k nekoj matrici A .

Na pr., uzimajuéi oo-normu na R” i R” dobivamo operatorsku matri¢nu normu
|Alloo - Vrijedi

n

Al = mas o)
[Alloc = max > lai

Racunamo maksimum zbrojeva po redcima u matrici, pa se zato ta norma nekad zove i
red¢ana norma matrice.

Dokaz. Uzmimo bilo koji x € R". Za y = Ax je

n
[[Ax]|oc = max il = max | Zaijxj|
=1

n n
< m?XZ | - gl < max || 'miaxz |aij| = M x| -
j=1 j=1

gdje smo oznacili M = max; Z;'Zl |la;j| . Dakle, ||Allc < M. Treba jo§ samo vidjeti
da je broj M doista najmanji za koji vrijedi ova nejednakost. Dovoljno je pronaci
vektor x norme 1 za koji je ||Ax||cc = M. Neka je iy indeks (retka) na kojem se
dostize maksimum red¢ane norme, tj. M = Z;'Zl |laiy| . Stavimo x = (x1,...,x,) ",
xj = sgna;,;. Onda je a;xj = |a;,|, paza y = Ax vrijedi y;,, = M. Bududi da za sve
i vrijedi |yi| = |32 ayx| < 32 lag| < vy, onda je [[Ax[oc = [V]loo = [yi| = M.
©

Na sli¢an nacin, uzimajuéi 1-normu na R” i R™ dobivamo operatorsku normu
A1 . Vrijedi

m
Al = ln%agnx |a|.
i=

Racunamo maksimum zbrojeva po stupcima u matrici, pa ju zato zovemo i stupéanom
normom. Primijetite da je ||A||; = ||AT| ., jer transponiranjem redci matrice A
postaju stupci matrice AT . Za obje ove operatorske matri¢ne norme vrijedi vazna

nejednakost
|AB[| < [|A]l - [[B]],

pod uvjetom da su A i B ulancane.

Kad imamo matri¢nu normu onda mozemo definirati i udaljenost medu matricama
A i B istogatipa: d(A,B) = ||A —B||. To nam omogucava da uvedemo i pojam kugle
u prostoru matrica. Pojam udaljenosti omogucava da uvedemo konvergenciju slijeda
matrica.

Konvergencija slijeda matrica i redovi matrica. Pretpostavimo da je zadan sli-

jed matrica Ay = (af]@) ,k=1,2,...,istogtipa m x n. KaZemo da slijed matrica A;

konvergira k matrici A = (a;), i piSemo Ay — A kad k — o0, ili limy_.oc Ax = A,
ako ||Ax — A]| — 0 kad k — oo, gdje je || - || bilo koja matri¢na norma. Buduéi da je
prostor matrica M,,, kona¢no-dimenzionalan (dimenzije mn ), sve matricne norme na
njemu su medusobno ekvivalentne, pa definicija konvergencije ne ovisi o izboru norme.

Uvjet Ay — A je ekvivalentan s uvjetom da ag() — a; kad k — oo, za sve

i,j. Drugim rijecima, slijed matrica A; konvergira matrici A onda i samo onda ako
odgovarajuci matri¢ni koeficijenti konvergiraju na uobic¢ajen nacin.

gjk) — ajj kad k — 0o, zasve ij, onda piSuéi Ay — A = Zi‘j(afjk) —a;j)Ey;, gdje
je E;; matrica koja je nula svuda osim na mjestu (i, /) na koje stavljamo jedinicu, dobivamo zbog
nejednakosti trokuta [|Ax — Al < 3, |a5jk) — ajj| - ||E;|] — 0 kada k — oo. Obratno, pretposta-
vimo da ||Ay — A|| — 0 kad k — co. Zbog ekvivalentnosti norma na kona¢no-dimenzionalnom

Doista, ako a

prostoru My, zaklju€ujemo da onda ||A; — Aljcc — 0, pa slijedi da |a5jk) —a;j| < [[Ax—A]| =0
kad k — oo.

Primjer 1. Slijed matrica

[ a+pt &
Ak_{ 1 ksin &

k
e 1
A:{O 1].

Na sli¢an nacin moZe se uvesti konvergencija beskonacnog reda matrica odredenog
slijedom matrica Ay istog tipa. Najprije gledamo parcijalne sume Sy := A +...+A;.
KaZemo da red matrica ) ,°, A; konvergira ako slijed parcijalnih suma S; konver-
gira k matrici S, tj. ||S —Si|| — 0. U tom slucaju piSemo Y .~ Ay = S. Red matrica

(k)
ij

konvergira prema matrici

> ro; Ak konvergira onda i samo onda ako redovi brojeva Y, a;’ konvergiraju k

nekom broju s; zasve i, j.

Primjer 2. Vrijedi

k 2k
i 5 (—l)k% _{ e* cos x }
k 2k+1 1 - . 7[_
k=0 (=1 (2xk+l)! (k+1)? st x 6

zasve x € R.

Eksponencijalna funkcija matrice. VaZan primjer je matrica ¢, koju zovemo
eksponencijalna funkcija matrice. Za bilo koju zadanu kvadratnu matricu A ona se

definira s pomoc¢u MacLaurinova reda funkcije e* = 1 + x + “5—2, + “§—3, + ... ovako:
A AP
AL _ a8
e =1+A+ X + 3 + ...
Dokazimo da taj red konvergira prema nekoj matrici za bilo koju odabranu kvadratnu
matricu A. Dovoljno je pokazati da slijed parcijalnih suma Sy =T+A+...+ I,t—,k ¢ini
Cauchyjev slijed. Neka je < k i pokazimo da S; —8; = fA45; +... + 47 teZi prema

nuli (nul matrici) kada k i / teZe u oo. Rabeci bilo koju operatorsku matri¢nu normu
i &injenicu da je |A']| < ||A]|, dobivamo

A" [AM]_ JlAf™! A"
Sk =S| < —+ ... <——+...+4———0
18 =Sl < oy + ooSur T e 7T
kada k,/ — oo. Naime numeri¢ki red ellAll = 1 4 ||A|| + % + ... konvergira (na

pr. po D’ Alambertovu kriteriju), pa njegove parcijalne sume konvergiraju.

Na sli¢an na¢in mogu se definirati matrica sinA, cosA, pa i oplenito f (A) uz
odredene uvjete na f , koje ¢emo opisati u sljedecem odjeljku.

Ako je A dijagonalna matrica,

M
A
A= T :
A
onda je i P(A) dijagonalna matrica
P(A1) .
P
PA) = (42)
P(A)
Lako se provjeri da je i ¢* dijagonalna matrica:
e
Az
e
et =
el"

Ako je A gornja trokutasta matrica, onda je P(A) gornja trokutasta, kao i e*. Na
dijagonali su isti brojevi kao u dijagonalnom slucaju.

Primjedba 1. Pokazuje se da ako kvadratne matrice A i B komutiraju, tj. AB =
BA, onda je

Primjer 3. Pogledajmo za ilustraciju gornju trokutastu matricu
A1
=[5a]

i nadimo e = I+ Ar + ﬁ + @Ay + ..., gdje je ¢ bilo koji realni broj. Kao Sto

znamo, vidi Primjer 3.18, > ¥
ko ke
k_
er )

Ak
dakle .
co (A1) 00 Ak
oA > ko k! k=1""k!
k
0 oo (A1)
k=0 k! >
k—1 k k—1 k—1 J .
Zbog S0 Mt =137, l(,{_—’]), =[=k-1] =127 (’}—,’) = te* dobivamo
A elt tem
N ) Mo

Primijetimo da je A vlastita vrijednost od A, te ako je A negativan realan broj, tj.
A < 0, onda vrijedi da e* — 0 kada t — +oo. Gornja matrica A s A < 0 je
specijalan slucaj tzv. stabilne matrice, koje ¢emo definirati malo kasnije, vidi Odjeljak
5.5. Matrica A je u ovom primjeru matrica linearnog sustava diferencijalnih jednacaba

¥=2Ax+y, y= Ay,

)T ovaj sustav moZemo kratko zapisati kao

jer uz oznaku x = (x,y
X = Ax.
Sa zadanim pocetnim uvjetima x(0) = xo, ¥(0) = yo dobivamo Cauchyjev problem
Cije rjeSenje je
x(t) = e*xq,

gdje je xo = (x0,y0) ' . Matrica e*’ zove se evolucijska matrica sustava. Vise o njoj vidi

u Odjeljku 5.9. U ovom slucaju iz gornjeg rjesenja vidimo da je x(r) = e*'xo + ey,
y(t) = eMy,. Akoje A < 0 onda x(r) — 0 kada r — 400, tj. trajektorija x(7) je
asimptotski stabilna (tezi k nuli).

Primjer 4. PokaZimo da za matricu A operatora rotacije ravnine za kut /2 (oko
ishodista), tj. za matricu
0 -1

cost —sint

vrijedi
sint cost

pri ¢emu je ¢ bilo koji realan broj. Matrica eA’ zove se evolucijska ili fundamentalna
matrica matrice A, o ¢emu Ce vise rijeci biti u Odjeljku 5.9. Kao $to vidimo, matrica
eA’ je u ovom slucaju matrica operatora rotacije ravnine za kut t oko ishodista.

PokaZzimo da je na mjestu (1, 1) umatrici e’ := I+At+A2§—2!+. ..+A"%+. .

stvarno broj cost. Doista, buduéi da je A> = —I (tj. A je matri¢na imaginar-

na jedinica), A> = —A, A* =1, itd., onda na mjestu (1,1) matrice €A’ imamo
2 4 . . . . .. v .

1 - % + ‘% + ..., Sto je dobro poznati MacLaurinov razvoj funkcije cost. Sli¢no i za
' . At

ostala mjesta evolucijske matrice e’ .
Matrica A je u ovom primjeru matrica linearnog sustava diferencijalnih jednacaba
X=—y, y=2x,
gdje je x = x(r) i y = y(t), jer uz oznaku x = (x,y
zapisati kao

)T ovaj sustav mozemo kratko

X = AXx.

Sa zadanim pocetnim uvjetima x(0) = xo, ¥(0) = yo dobivamo Cauchyjev problem
Cije rjeSenje je

At
X0,

x(t) =e
pri ¢emu je xo = (xo,y0) ' . Drugim rije¢ima, vektor x(¢) nastaje iz X, rotacijom za
kut 7 oko ishodista. Primijetite da je ¥ = —y = —x, tj. ¥+x = 0, pa funkcija x = x(¢)
predstavlja rjesenje dobro poznate jednadZbe harmonijskog oscilatora.
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5.2. Funkcija matrice i teorem o preslikavanju spektra

Umjesto polinoma matrice P(A) mogude je definirati ¢ak i funkciju matrice f (A) .
O tome govori sljedeci vazan teorem, koji navodimo bez dokaza.

Teorem 1. Neka je A kvadratna matrica s kompleksnim koeficijentima. Pretpostavimo
da je zadana funkcija f : K,(z0) — C kompleksne varijable, definirana na otvorenom
krugu K,(z0) = {z € C: |z — zo| < r}, takva da posjeduje Taylorov red

7) = Z o (z — z0)"*
k=0

s radijusom konvergencije ( barem) r oko zy. Ako je 6(A) C K,(zo) . tj. sve vlastite
vrijednosti od A su u nutrini kruga konvergencije reda, onda matricni red

Z o (A — zoD)*

konvergira.

Ako je A € K,(z9), onda za matricu J = AI + N, gdje je N nilpotentna matrica
s jedinicama na gornjoj sporednoj dijagonali i nulama inace, vrijedi

Fay oy SR L
FA) FR) L. L
f(J): :
£'(2)
i £(3)

Ako je f(z) funkcija kao u Teoremu 1 i J Jordanova matrica sa Jordanovim
blokovima J;(4),...,J-(A,), tako da su svi A; u nutrini kruga K,(zo), onda je

fJ(d))
J2(A2))

f)=
fJ (%)

Matrica f(J) je gornja trokutasta i na dijagonali se nalaze brojevi f(4;), gdje su
A,' S G(J) .

Nije tesko vidjeti da i u Teoremu 1 vrijedi Teorem o preslikavanju spektra kao i
za funkcije od polinoma: ako je 6(A) = {A;,...,4,} onda je

o(f(A) ={f (M), .f (M)},
o(f(A)) =1 (co(A)).

Drugim rije¢ima, vlastite vrijednosti matrice f (A) su kompleksni brojevi oblika f (1),
gdje je A vlastita vrijednost od A . Dokaz je sli¢an kao i u slu¢aju polinoma. Naime,
bududi da je matrica A sli¢na gornjoj trokutastoj J, onda je f (A) sli¢na gornjoj tro-
kutastoj matrici f (J) koja na dijagonali ima brojeve oblika f (1), gdje je A € o(A).
To su upravo vlastite vrijednosti od f (J), dakleiod f (A).

Ako odgovarajuéi Taylorov red od f (z) konvergira za zo = 0 (tzv. MacLaurinov
red od f (z)) s beskonacnim radijusom konvergencije, tj.

oo
Z) = Z OCka
k=0

konvergira na cijelom C, onda takvu funkciju kompleksne varijable zovemo cijelom
funkcijom. U tom slu¢aju je funkcija f (A) definirana za svaku kvadratnu matricu A :

oo
= Z OtkAk.
k=0

Kao $to je poznato, funkcije f (z) = ¢, sinz, cosz su cijele funkcije, pa prema tome
redovi

ili krace zapisano,

A & Ak e L A2k+1 A2k
=32 sinA = ) (i A=
¢ kz:;« ke kz:;( S o Z (Zk)!

konvergiraju za svaku kvadratnu matricu A s kompleksnim koeﬁcgentlma.

sin Al __|sinA cosA
0 A | 0 sinA |

Poznato je takoder da funkcija (1 — z)~' ima MacLaurinov red

(1-2)'=1+z+2+...

koji konvergira za |z|] < 1, tj. na K;(0). Rabe¢i Teorem 1 dobivamo da ako je A
kvadratna matrica ¢ije vlastite vrijednosti su unutar jedini¢nog kruga, tj. |A| < 1 za
sve A € 6(A) (tj. spektralni radijus od A je manji od 1), onda vrijedi

I-A)'"=T+A+A%+
Izravan dokaz te tvrdnje, bez pozivanja na Teorem 1, vidjet ¢emo u sljedecem odjeljku.

Primjer 5. Vrijedi:
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I ———
5.3. Spektralni radijus i Neumannov red za (I — A)~!

Dobro je poznato da za neki kompleksan broj a vrijedi da a* — 0 kad k — oo
onda i samo onda ako je |a| < 1. Poopéenje ovog rezultata na slucaj kvadratnih
matrica A daje sljedeci teorem. Podsjetimo se definicije spektralnog radiusa matrice:
r(A) :=max{|A| : A € 6(A)}.

Teorem 1. Neka je A kvadratna matrica s kompleksnim koeficijentima. Ako je
r(A) < 1 onda A¥ — 0 kad k — oo, i obratno.

DokAz. Matrica A je sli¢na svojoj Jordanovoj formi J. Matrica AX je onda sli¢na
gornjoj trokutastoj matrici J* koja na dijagonali ima A*, gdje su A, vlastite vrijednosti,
anamijestu (i,j), i <j (tj. iznad glavne dijagonale), stoji element oblika (Jf JARTTHE

Neka je r(A) < 1, . |A4] < 1. OCevidno |Af| = |A4F — 0 kada k — co. Za

Svrste i, j, gdje je i < j, vrijedi da je (jfi) - "(’“U(ﬁw
tantnog stupnja j — i, pa s pomocu L’Hospitalova pravila lako dobijemo da (Jf AL
konvergira k 0 kad k — oo, jer je |4| < 1. Prema tome J* konvergira k nuli kad
k — oo, dakle i AF.

Obratno, ako A konvergira k 0, onda i Jr konvergira k nuli. Bududi da su na
dijagonali gornje trokutaste matrice J* brojevi AX, gdje su A; vlastite vrijednosti od

A, onda Af — 0 kad k — oo, pamora biti |4| < 1. Odatle je r(A) <1. ©

Iz Matematike 2 znamo da za svaki realan broj x takav da je |x| < 1, vrijedi

11: =1+x+x*+.... Sli¢no vrijedi i za matrice.

polinom u k kons-

Teorem 2. Neka je A kvadratna matrica reda n s kompleksnim koeficijentima i
r(A) < 1 (tj. sve vlastite vrijednosti od A su unutar jedini¢nog kruga u C). On-
da je matrica I — A regularna i vrijedi

I-A)"'=T+A+A*+...

pri ¢emu matricni red konvergira. Obratno, ako red na desnoj strani konvergira, onda
jer(A) < 1.

Dokaz. Nekaje r(A) < 1. Akoje A € 6(A) onda je prema teoremu o preslikavanju
spektra 1—4 € o(I—A) (uzmi f (x) = 1—x). Zbog |A| < 1 je 1—A # 0, paje mat-
rica I—A regularna. Izjednakosti (I+A+A2+.. . +A%)—(A+A%+. . +AFHAMT) =
I— A slijedi (I—A) T+ A+ A% +...+A) =1 A g
T+A+FA+ . FA = (T-A) (1 — A,

Ako na desnoj strani pustimo k — oo, zbog Teorem 1 dobivamo na desnoj strani
(I—A)~'. Time smo dokazali daje > ° A" = (I—A)~".

Obratno, pretpostavimo da red Z,fio A* konvergira. Onda vrijedi A*¥ — 0 kad
k — oo (nuzdan uvjet konvergencije reda), pa iz Teorema 1 zakljuCujemo da je
rfA)<1. ©

Tu je ¢injenicu dokazao njemacki matemati¢ar F. Neumann (1798.-1895.) kon-
cem 19. st. Matricni red u prethodnom teoremu zove se Neumannov red (ne mijeSati
to ime s Johnom von Neumannom).

Sljedeéi korolar pokazuje da se za svaki p izvan kruga polumjera r(A) u kom-

pleksnoj ravnini matrica (uI — A)~! moZe razviti u konvergentan red potencija od
A.

Korolar 3. Neka je A zadana matrica i u kompleksan broj takav da je |u| > r(A).

Onda je
1 o= AF
I-A)'==-) —.
(uI—A) u;uk

DokAz. Zbog r(A) < |u| je r(A/u) < 1,jeriz A € o(A) slijedi A/u € o(A/u),
pa zbog |A| < || imamo |A/u| < 1. Stoga je I — A/u regularna matrica, pa
invertiranjem matrice uI — A = u(I— A/u) dobivamo

w3 (2) R

MoZe se pokazatidared ), Z‘—: divergira ako je p unutar kruga polumjera r(A)
oko ishodista, tj. za |u| < r(A).

Kao §to znamo, skup svih kompleksnih brojeva p za koje je matrica ul — A
regularna, tj. postoji (uI — A)~', zove se rezolventni skup matrice A, i ozna-
Cava sa p(A). Taj skup je kompleksna ravnina bez vlastitih vrijednosti od A:
p(A) = C\o(A) = C\ {A,...,A,}. Funkcija R(:) : p(A) Cc C — M, koja
kompleksnom broju u pridruzuje matricu R(u) = (ul — A)~! zove se rezolventa
matrica A. Ako je u nehomogenoj matri¢noj jednadzbi

(uI—A)x=h
vektor h zadan, x nepoznanica, i i € p(A), onda je rjeSenje jednako x = R(u)h =
(uI — A)~'h. U slu¢aju kad je 4 € o(A) imamo Fredholmovu alternativu: ako je
h L N(uI — A*) onda postoji rjeSenje, a u suprotnom rjeSenja nema.

U zargonu linearne algebre se nerijetko umjesto vlastitih vrijednosti A matrice A
govori 0 njenim recipro¢nim vrijednostima (pod uvjetom A # 0), koje se zovu ka-
rakteristicne vrijednosti matrice. Prema tome, kompleksni broj u je karatkeristi¢na
vrijednost od A ako postoji vektor x # 0 takav da je uAx = x.

U svjetlu Teorema 1 korisno je znati sljede¢i teorem, jer on daje jednostavan
dovoljni uvjet da bi spektralni radijus bio < 1.

Prono7ziciia 2 (a) 7Za evakin kvadratnin matricit A vriiedi (A < Al odie 10 || Al
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5.4. Spektralni radijus i spektralna norma matrice
|

Podsjetimo se da za matrice s koeficijentima iz polja realnih brojeva imamo poj-
move ortogonalnih matrica i simetri¢nih matrica. U slucaju polja kompleksnih brojeva,
njima odgovaraju pojmovi unitarnih matrica i hermitskih matrica.

Jasno je da je realan broj b nenegativan (pozitivan) onda i samo onda ako je
bx* > 0 za sve realne brojeve x (bx*> > 0 za sve x # 0).

Za hermitsku matricu B reda n (tj. takvu da je B™B) kaZemo da je pozitivno
semidefinitna matrica ako je (Bx|x) > 0 zasve x € C". Akoje (Bx|x) > 0 za
sve X # 0, kazemo da je B pozitivno definitna matrica.

Lako se vidi da matrica je B pozitivno semidefinitna (definitna) onda i samo onda
ako su sve njene vlastite vrijednosti nenegativne (pozitivne). Doista, ako je B pozi-
tivno semidefinitna matrica i A; € o(B), onda za pripadajudi jedini¢ni vlastiti vektor
x; vrijedi 0 < (Bx; |x;) = (Ax;|x;) = A;. Obratno, ako su sve vlastite vrijednosti A;
neke hermitske matrice pozitivne, onda je B pozitivno semidefinitna. Doista, za svaki
X = x1€; + ... + x,e,, gdje (e;) ine ortonormiranu bazu vlastitih vektora hermitske
matrice B, vrijedi

(Bx|x) = (x;Be; + ...+ x,Be, [xje1 + ... + x,€,)
=M |X1|2 + ...+ 7L,,|x,,|2 >0

Zanimljivo je da se iz pozitivno semidefinitne matrice B moZe ‘izvaditi korijen’, tj.
postoji jednoznacno odredena pozitivno semidefinitna matrica C takva da je C*> = B.

Pisemo C = VB.

Spektralna norma bilo koje pravokutne matrice A tipa m x n s kompleksnim ko-
eficijentima definira se kao operatorska norma |[A||> generirana Euklidskom normom
1x[|2, §-

|Ax]2
A2 = sup S E, el = VIl 4 .
X

Sljededi teorem pokazuje da se spektralna norma matrice A moze vrlo lako izracunati
znajudi spektar kvadratne matrice A*A . Time je naziv spektralne norme opravdan. (U
uporabi je i oznaka ||Alls = ||A]l2.)

Teorem 1. Neka je A pravokutna matrica s kompleksnim koeficijentima. Onda je
IA]l2 = r(A*A)'2,
gdje je A* hermitski adjungirana matricaod A, tj. A* := Al

DokAz. Normu || - ||, na C" oznacavat ¢emo u dokazu radi kratkoée samo sa || - ||.
Matrica A*A je hermitska, jer je (A*A)* = A*A** = A*A. Odatle slijedi da su njene
vlastite vrijednosti A; realne, a pripadni vlastiti vektori mogu se uzeti tako da tvore
ortonormiranu bazu e, u C":

A*Aek = Akek, (ek | ej) = 5kj'
Nadalje, matrica A*A je pozitivno semidefinitna:
(A°Ax|x) = (b ) = [Arf >
pa su vlastite vrijednosti od A*A nenegativne: < (A*Aeiler) = (Aer|er) =
A|lec]|* = A . Poredajmo vlastite vrijednosti po Vehcml
OQAL <AL <... <A

Onda je r(A*A) = max{|A4], | 42|, .., ||} = 4.

Odaberimo bilo koji x = >_;_, x.e takav daje ||x|| = 1. Vrijedi

|Ax|]> = (Ax | Ax) = (A*Ax|x)

= (ZxkA Aek | Zxkek) = (Z /lkxkek | Zxkek) = [ZbOg e; 1 ej]
k k k k

= Il (e e) = > Alxl* < [zbog 0 < Ak < A4
k k

< )’n Z |xk|2 = )’n
k

Uzimajuéi supremum po svim x takvim da je ||x|| = 1 dobivamo ||A|?> < A,. S druge
strane za jedini¢ni vektor x = e, vrijedi ||Ae,||> = (Ae,|Ae,) = (A*Ae,|e,) =
An(€, | €,) = A,, pa dobivamo ||A|]2> > A,. Dakle, |A| = A,/ = r(A*A)1/2. @

Korolar 2. Neka je A herm1tska matnca tj. A* = A. (a) spektralni radijus od A
jednak je spektralnoj normi, tj. r(A) = ||A|l>. (b) Stovise, za svaki polinom p(x) s
realnim koeficijentima je r(p(A)) = ||p(A)||2

DOKAZ. (a) Prema teoremu o preslikavanju spektra je 6(A?) = o(A)?, tj. spektar

matrice A% dobiva se kvadriranjem svih elemenata spektra matrice A. Bududi da su
za hermitsku matricu Vlastlte vrijednosti A realne, vrijedi A% = |1|?. Prema tome je
r(A?) =max{A?: A € 6(A)} = max{|1]*: A € 6(A)} = max{|A]| : X € 6(A)}* =
r(A)?. Iz prethodnog teorema je onda ||Al]3 = r(A*A) = r(A?) = r(A)?, dakle
[A]l2 = r(A).
(b) Buduéi da je A hermitska matrica, onda je i p(A) hermitska: p(A)* =
[jer A ima realne koeficijente] = p(A*) = p(A). Tvrdnja slijedi iz (a). ©

Primjer 7. Tvrdnja korolara ne vrijedi za matrice koje nisu hermitske. Na pr. za
matricu
0 1
St

je oCevidno o(A) = {0}, tj. (A) = 0. S druge strane je

. [0 o
AA_[O 1}7

dakle o(A*A) = {0,1}. Prema Teoremu 1 je ||A|, = r(A*A)"/? = 1, i odatle
r(A) <[Al2.

Primjer 8. Nadimo spektralnu normu ||Al[; matrice A = [ (l) 111’]' Vrijedi
T
. =i 1] =i o .
AT = [o 1—1} = [1 1—4’1’3]6
eo 1 =i
ATA = {i 3 }
Karakteristini polinom ove matrice je k(1) = A? — 44 + 2. To znadi da je

o(A*A) = {2 — V2,2 + v/2} . Buduéi da je r(A*A) = 2 + /2, prema Teoremu 1 je

Al = V2 + V2.
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|
5.5. Stabilne matrice
|

Za kvadratnu matricu A s kompleksnim koeficijentima kaZzemo da je stabilna
matrica ako je ReA < 0 za svaki A € o(A). Drugim rije¢ima, spektar matrice A
nalazi se u lijevoj poluravnini u odnosu na imaginarnu os kompleksne ravnine. Razlog
zaSto se takve matrice zovu stabilnima vidljiv je iz sljedeceg teorema.

Teorem 1. Matrica A je stabilna onda i samo onda ako e — 0 kad t — +o0.

DokAz. Prema Jordanovu teoremu matrica A je sli¢na svojoj Jordanovoj matrici J,

koja je dijagonalna blok matrica sa Jordanovim blokovima J(4,),...,J(A,) na glavnoj
dijagonali. Bududi da je At = T(Jt)T~', onda je
A =TT !,

Jasno je da e — 0 onda i samo onda ako e — 0 kada t — +o00.
Neka je ¢ na trenutak fiksiran. Definirajmo funkciju f (x) = ¢*. Onda je

FJh(A)) Lo
eV :f(J) _ f( 2( 2))

f(Jr(Ar))

Oznac¢imo radi kratkoée bilo koji od brojeva A; sa A. Svaka od matrica f (J(1)) je
gornja trokutasta:

FA) oy B G
Ty MM
fUQR) = : = :
£/ e
f(A) I M|
Tvrdnja ée biti dokazana ako se pokaze daje Re A < 0 onda i samo onda ako r*¢*' — 0

kad t — 400 (zasve k=0,1,2,...).

(=) Nekaje A = ¢+ di € o(A) takav da je ReA < 0,t. ¢ < 0. On-
da iz [e®| = 1 slijedi da |eM| = |e“e?| = ¢ — 0 kad t — +oo. Isto tako
|te*!| = te" — O primjenom L’Hospitalova pravila:

lim fe =[00-0] = lim —— = (=] = 1im —0.

t—+00 t—+o0 e~ ¢! 9] t—+o00 —ce ¢!
Na isti na¢in k-strukom primjenom L’Hospitalova pravila dobivamo dai t*e’ — 0 kad
t— 400.

(<) Pretpostavimo da *e* — 0 kad t — +o0, za bilo koji k =0,1,2,.... Za
k=0 imamo e* — 0,tj.za A = ¢ +di vrijedi e — 0 kad r — +o00. To je moguce
jedino kad je ¢ < 0. Dakle ReA < 0. ©

Ako je matrica A stabilna, onda e’ — 0 &ak eksponencijalnom brzinom. To¢nije
ako odaberemo bilo koji negativan broj o takav daje o > max{Rel : L € 6(A)},
onda postoji konstanta M > 0 neovisna od ¢ takva da je

le] < e,

Doista, za A = ¢ +di € 6(A) je |[FFe*| = ke = Fel e | aizraz ke~ je
odozgor omeden nekim brojem M > 0, jer on zbog ¢ < o tezi unulu kad ¢t — +o00.

a=[f %

gdje su a i b bilo koja dva realna broja, je stabilna onda i samo onda ako je a < 0.
Doista, piSuci

Primjer 9. Matrica

1 0 0 -1
A:a{() I]er{] O]:aIerJ

koristeci teorem o preslikavanju spektra od J (koji se sastoji od 4i) s funkcijom
f(x) = a+ bx, dobivamo da je o(A) = o(f(J)) = £ (o)) = {f (i).f (—i)} =
{a+ bi,a—bi}, jerje o(J) = {i, —i} (isti rezultat se lako dobije i izravnim racunom,
preko karateristicnog polinoma matrice A). Dakle, matrica A stabilna onda i samo
onda ako je a < 0. Naravno, spektar matrice A moZe se lako izracunati i izravno,
preko njenog karakteristicnog polinoma.

Nije teSko vidjeti da za matricu A = al + bJ iz ovog primjera vrijedi da je

A_ gq| cosb —sindb
€= sinb cosb

Doista, buduéi da matrice al i bJ komutiraju (s obzirom na mnoZenje), onda je (vidi
Primjedbu 1 i Primjer 4):

e

cosb —sinb
A _ eaI-‘er _ ealebJ — ealebJ _ eaebJ E— ;
sinb cosb

Stabilne matrice zovu se jo§ i Hurwitzove matrice.
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5.6. Gersgorinov teorem o krugovima
- -

Gersgorinov teorem omogucava lokalizaciju vlastitih vrijednosti matrice A, i vrlo
je koristan ako je A velikog reda, kada ne moZemo lako pronacdi sve vlastite vrijednosti.
Zamatricu A reda n vrlo je teSko racunati sve nultocke karakteristiénog polinoma ako
je n velik. Taj zanimljiv teorem otkrio je ruski matematicar S. GerSgorin godine 1931.
Za kvadratnu matricu A = (a;;) reda n ozna¢imo

ri = lap| + laiz| + ... + |al,
ry = |a21| + |a23| + ...+ |a2,,|,

In = |an1| + |an2| +...+ |ann—l|‘

Drugim rijecima, r; dobiva se kao zbroj apsolutnih vrijednosti brojeva u i-tome retku
matrice A, ali bez dijagonalnog elementa |a;|:

n
ri = Z |a,]|
j=1

i
Definirajmo Ger$gorinove krugove u kompleksnoj ravnini:
D;={z€C:|z—ai| <r}

Za matricu A kazemo da je dijagonalno dominantna matrica ako je u sva-
kom njenom retku apsolutna vrijednost broja na dijagonali veéa od zbroja apsolutnih
vrijednosti ostalih koeficijenata u tom retku, tj.

n
Jaii] > layl.
=1

i#
Primijetimo da ako je matrica A dijagonalno dominantna, tj. |a;| > r; za sve i, onda
niti jedan krug D; ne sadrzi z = 0.

Teorem 1. (GerSgorin, 1931.) Svaka vlastita vrijednost matrice A sadrZana je u barem
jednom krugu D; , tj.

o(A) C| |D;.

-

i=1

Drugim rije¢ima, {Ai,..., Ay} CD;U...UD,.

Prije dokaza teorema pogledajmo jedan vazan posljedak tog teorema.

Korolar 2. Neka je A dijagonalno dominantna matrica.

(a) Ondaje A regularna.

(b) Ako su svi dijagonalni elementi pozitivni, tj. a; > 0, onda sve vlastite vrijednosti
leZe u desnoj poluravnini, tj. ReA > 0 zasve A € o(A).

(c) Ako su svi dijagonalni elementi negativni, tj. a; < 0, onda sve vlastite vrijednosti
leZe u lijevoj poluravnini, tj. ReA < 0 za sve A € o(A). Drugim rije¢ima,
matrica A je stabilna.

Dokaz. (a) Stroga dijagonalna dominantnost znaci da je |a;| > r;, pa D; ne sadrZi
z = 0. Prema GerSgorinovu teoremu onda niti 6(A) ne sadrzi 0. Odatle slijedi da su
svi A; # 0, paje A regularna.

(b) Svaki Ger§gorinov krug ima srediSte na pozitivnom dijelu x-osi, i sadrZan je u
desnoj poluravnini.

(b) Svaki Gersgorinov krug ima srediSte na negativnom dijelu x-osi, i sadrzan je
u lijevoj poluravnini. ©

Dokaz GERSGORINOVA TEOREMA. Neka je A € o(A), tj. A je vlastita vrijednost
od A. Treba dokazati da je A u nekom od krugova D;. Vrijedi Ax = Ax za neki
X = [x1,...,%,] " # 0. Neka je m maksimum apsolutnih vrijednosti komponenata od
x. Vektor y = %X je takoder vlastiti vektor za A . Maksimum apsolutnih vrijednosti
komponenta od y iznosi 1. Neka je taj maksimum dostignut na i-toj komponenti, tj.
lvil = 1. U jednakosti Ay = Ay pogledajmo i-komponentu s lijeva (to je umnozak
i-tog retka matrice A i stupca y) i s desna:

apy1 + apy» + ... + ainyn = Ay;.
Oduzimajuéi a;;y; lijevo i desno, dobivamo

n
Zaij)’j = (l - aii)Yi~
iz
Rabeéi |y;| = 1 i nejednakost trokuta, slijedi

n n n
2 —ail = D apy| < lagyl <D lagl =ri. ©
j=1 j=1 j=1

i i #i

Primjedba 2. Vrijedi i ovakvo profinjenje GerSgorinova teorema. Ako se uni-
ja svih GerSgorinovih krugova sastoji od viSe komponenata povezanosti, onda svaka
komponenta sadrzi barem jednu vlastitu vrijednost. StoviSe, ako je neka komponenta
poveznosti dobivena kao unija m krugova, onda ona sadrZi to¢no m vlastitih vrijednosti
racunajudi i njihovu kratnost.

Primjedba 3. Ako su svi dijagonalni elementi kvadratne matrice A jednaki O, tj.
a;; = 0 za sve i, onda su GerSgorinovi krugovi koncentricni sa zajednickim srediStem
u ishodistu Gaussove ravnine, pa je njihova unija krug maksimalnog radijusa max; r; .
Posebno, ako su svi r; < 1, onda je r(A) < 1, pa odgovarajuéi Neumannov red
> ro AF konvergira k matrici (I — A)~'. Vidi Teorem 2 u Odjeljku 5.3 gore. Tu
¢emo situaciju imati i u Odjeljku 5.8 niZe, posveéenom nekim iterativnim metodama u
Linearnoj algebri.
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__________________________________________________________________________________________|]
5.7. Bauerov teorem o Cassinijevim ovalima
|

Uz pomo¢ Cassinijevih ovala njemacki matemati¢ar Bauer je godine 1946. dobio
zanimljivo poopéenje Gersgorinova teorema. Cassinijev oval definira se kao skup svih
tocaka u kompleksnoj ravnini takav da je umnoZzak njihovih udaljenosti od dvije Cvrste
tocke jednak zadanoj konstanti. Ako su zadana dva kompleksna broja a; i a,, onda
Cassinijev oval ¢ine svi kompleksni brojeva z za koje je

e—al] |z~ a| =1
gdje je r zadani pozitivan broj. Ako je a; = a, dobivamo kruZnicu polumjera r.
Ako je |a; — ay| < 2r, dobivamo povezanu zatvorenu krivulju u obliku kikirikija. Ako
je |a; — az| = 2r, dobivamo krivulju koja se zove lemniskata, koja sli¢i na znak oo.
Za |a; — ap| > 2r Cassinijev oval se sastoji od dvije “jajaste” krivulje od kojih jedna
sadrzi a; a druga a;. Pogledajte odgovarajuée izvore na mreZi s pomocu klju¢nih
rijeci Cassini ovals.
etna.mcs.kent.edu/vol.8.1999/pp15-20.dir/gershini.html
Skup svih z € C za koje vrijedi nejednakost

|Z—a1|~|z—a2| <r2
takoder zovemo Cassinijevim ovalom.
Uz zadanu matricu A, za naSe potrebe definiramo sljedece Cassinijeve ovale za
svaki par i # j:
D ={z€ C: |z—ai| - |z — aj| <rirj}.

Primijetimodasu i,j € {1,...,n}, paje broj tih ovala jednak najvise () = in(n—1).

Teorem 1. (Bauer, 1946) Neka je A kompleksna matricareda n, n > 2. Onda je
) c by
7
Drugim rije¢ima, za svaku vlastitu vrijednost A matrice A postoji neki Cassinijev oval
Dj; ukojem je A sadrzan, tj.

M, — aiil . |)~ — ajj| < rirj.

DokAz. Primijenit ¢emo slican postupak kao u dokazu Ger§gorinova teorema, uz malu
izmjenu. Neka A € o(A) i Ax = Ax, x # 0. MoZemo pretpostaviti da je ||x]|oc =1,
tj. |x;] < 1 ipostoji k takav daje xx = 1 (u suprotnom pronademo komponentu x; s
najvecom apsolutnom vrijedno$éu medu komponentama od x, i zatim gledamo vlastiti
vektor x—lkx umjesto x).

Ako su svi xj = 0 za j # k, onda gledajuci jednadZbu Ax = Ax na k-toj
komponenti dobivamo ay, = A. Prema tome je A € Dy za bilo koji [ # k, jer je
M/ — akk| =0.

Pretpostavimo da nisu svi x; = 0 za j # k, i neka je onda x; druga najveca
komponenta po apsolutnoj vrijednosti:

I=xc 2|l >0, |x> |yl

zasve j # k. Gledaju¢i k-tu koponentu u Ax = Ax dobivamo 37, ayx; = Ax;.
Oduzimajuéi agx; s lijeva i desna dobivamo

( — akk Xk = Z ApjX;. (1)

/#’f
Na isti nacin, gledajuéi /-tu komponentu u Ax = Ax dobivamo

- a” X| = Z apx;. (2)

/#1
Uzimaju¢i apsolutnu vrijednost u (1) i rabeci x; = 1 dobivamo

n n
2 =il < lawn| < lagglbal = relxl.

.jf#’lf J7k
Iz (2) slijedi zbog |x;| < 1 zasve j,

n n
A —aul - pal <D lag] < lay| = ri.

" i
MnoZenjem prethodnih dviju nejednakosti, i zatim skraéivanjem s |x;| > 0, dobivamo
A —al| |A —ay| <nri. ©
Nije tesko vidjeti da je Bauerov teorem doista bolji od Ger§gorinova. Vrijedi naime
D; € D;UD;,
odakle slijedi da je o(A) C U;;D;; C U;D;, tj. Bauerov teorem daje bolju lokalizaciju
spektra nego GerSgorinov.

Da bi dokazali gornju inkluziju, neka je z € Dy, j. |z — ai| - |z — a;| < rirj.
Pretpostavimo da z ¢ D; (u suprotnom nemamo §to dokazivati), tj. |z — a;| > r;.
Onda je

rile = ajl < |z — ai| - |z — ay| < rirj,
odakle (uz pretpostavku r; # 0) slijedi |z — aj| < r;j, tj. z € D;. Ako je r; =0, onda
je z=a; € Dj.
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__________________________________________________________________________________________|]
5.8. Jacobijeva i Gauss—Seidelova iterativha metoda
|

Da bismo ukratko motivirali iterativhu metodu (uzastopnih aproksimacija), neka
je zadana bilo koja diferencijabilna funkcija f : R — R (ne nuZno linearna), za koju
postoji broj g € (0, 1) takav da je ispunjen uvjet kontrakcije (ili saZimanja):

If'(x)] < g zasve x€R.

Vrlo je lako uvjeriti se (crtanjem grafova funkcija y = f(x) i y = x) da jednadzba
fiksne tocke, f(x) = x, posjeduje to¢no jedno rjeSenje. To rjeSenje zovemo fiksnom
toc¢kom funkcije f .

y

X; X, X X, X Sl. 5.1. Funkcija f : R — R ko-
Jja je kontrakcija.

Doista, bududi da f ne raste brZe od pravca y = x, onda se njihovi grafovi sigurno
sijeku u fiksnoj tocki od f . (Taj rezultat je specijalan slucaj puno opCenitijeg Banachova
teorema o fiksnoj tocki.) StoviSe, do tog se rjeSenja moZe doci tako da odaberemo bilo
koju poCetnu iteraciju xop € R, te zatim konstruiramo slijed realnih brojeva (xi)i>0

definiran sa
xiep1 =f (%), k=0,1,2,...

Vrlo lako je zakljuciti da svaki takav slijed konvergira prema fiksnoj tocki. Iz tog
razloga ¢lanove navedenog slijeda zovemo sukcesivnim (uzastopnim) aproksimacijama
fiksne toCke. Razlog zaSto se gore navedeni uvjet zove uvjetom kontrakcije, vidljiv
je odmah iz Lagrangeova teorema o srednjoj vrijednosti: za sve realne brojeve a i b
vrijedi |[f (b) — f (a)| = |f"(§)(b — a)| < q|b — a], tj. udaljenost izmedu f (a) i f (b)
se smanjila u odnosu na udaljenost izmedu a i b.

Prijedimo sada na jedan problem iz Linearne algebre.

Pretpostavimo da nam imamo linearni sustav Ax = b s regularnom kvadratnom
matricom A, gdje je vektor b na desnoj strani zadan, a X je nepoznanica. Pretpos-
tavimo da su svi dijagonalni elementi a; razliciti od nula. Prva jednadZba u sistemu
Ax = b glasi ajx; + ajpxs + ... + aipx, = by . 1z nje izraCunamo x; :

ap a ain b
X] = ——Xp— —X3— ... — —X; + —.
a ar am an
1z druge jednadzbe izraCunamo x;,
a) an a b
X)=——X] — —X3—...— —X;, + —.
a axn an azn
itd. do x, . Na taj nacin dolazimo do sistema oblika
x=Tx+ b’

koji je ekvivalentan s Ax = b. Novi sistem je zapisan kao problem nalaZenja fiksne
tocke funkcije F : R" — R" zadane sa F(x) = Tx + b’, tj. u obliku x = F(x).
Rjesenje jednadzbe x = Tx + b’ nalazimo Jacobijevom iterativnom metodom:

xHD) = x4 p/
x¥ = 0.

Zapravo, za po¢etnu vrijednost x(°) moZemo uzeti bilo koji vektor iz C” , ne nuzno 0.
Drugim rije¢ima, ra¢unamo slijed vektorau C": x©, x!) = F(x(), x® = F(x1)
itd. Uz neke vrlo opéenite uvjete moZze se posti¢i da taj slijed konvergira to¢no prema
rjeSenju jednadzbe x = F(x),tj. x=Tx+b’,tj. Ax=b.

Mala varijacija Jacobijeve metode jest Gauss-Seidelova iterativha metoda. Opi-
§imo ju na primjeru rjeSavanja sistema tri jednadZbe s tri nepoznanice. Najprije,
Jacobijeva metoda opisana je sa

k+1) (k) (k) (k)

x(1 =tx +haxy + tisxy + b
xgkﬂ) = tglxgk) + tzgxék) + t23xgk) + b}
xng) = l31X(1k) + t32xgk) + t33xgk) + b,
gdje su svi t; = 0. Kao Sto vidimo, u trenutku dok prelazimo na racunanje xng),
vrijednost x%kﬂ) je ved poznata. Stoga nju uvrStavamo u desnu stranu druge jednadzbe
umjesto x(lk) . Na sli¢an nacin, prije nego prijedemo na racunanje xng) , vrijednosti
x%kﬂ) i xékﬂ) su poznate, pa u desnu stranu uvrStavamo te dvije vrijednosti:
x(1k+1) = tnx(lk) + tlzxgd + t13xgk) + b}
xgkﬂ) = t21x§k+l) + tzgxék) + t23xgk) + b}
xng) = t31x(1k+1) + t32xgk+1) + t33xgk) + b,

Cesto je konvergencija Gauss-Seidelove metode brza od Jacobijeve, ali ne uvijek.
Moze se dogoditi da za neki sistem Jacobijeva metoda konvergira, a Gauss-Seidelova
divergira, i obratno.

Da bismo to¢no opisali matricu T u ovisnosti od A, rastavimo najprije matricu A
na zbroj L + D + U, gdje je
(a) D dijagonalni dio od A, tj. matrica s brojevima a;; na dijagonali,

(b) matrica L je dolnji trokutasti dio od A, tj. elementi su joj a; za j < i, ostali nula,
(c) matrica U je gornji trokutasti dio od A, tj. elementi su joj a;; za j > i, ostali nula.
Pogledajmo primjer rastava A =L + D + U:

BRI

Teorem 1. Neka je A kvadratna matrica. (a) Jacobijeva iterativna metoda konvergira
k rjesenju jednadZbe Ax = b za svaki b onda i samo onda ako je

rdY(L+0U)) <1,
gdje je r(-) spektralni radijus matrice.

(b) Gauss-Seidelova iterativna metoda konvergira k rjeSenju jednadZbe Ax = b
za svaki b onda i samo onda ako je

r(D+L)7'U) < 1.

Dokaz. (a) Jednadzbu Ax = b moZemo zapisati kao (L + D + U)x = b, tj.
P=—(L+Ux+b,tj x=-D'(L+Ux+D"'b. Uz oznake

T=-D'(L+U), b¥=D"'b

ova jednadzba postaje x = Tx +b’. Iz x© = 0 dobivamo x(!) = b’, x® =
TY +b = (T+ Db, x® =Tx® +b' = T(T+Db' + b’ = (T2 + T+ Db, i dalje
induktivno, x*) = (T*~! 4 ... + T 4+ I)b’. Vidimo da slijed x*) konvergira za sve b
onda i samo onda akored T+ T + T2 + . .. konvergira, a to ¢e biti onda i samo onda
ako je r(T) < 1.

(b) Promatrajuéi jednad’bu x = —-D"Y(L + U)x + b/, tj. x = —D7'Lx —
D~ !'Ux + b/, vidimo da Gauss-Seidelova metoda varijablama koje odgovaraju dol-
njem trokutu u L pridjeljuje ve¢ izraunate vrijednosti. Prema tome je xt!) =
D 'Lx**) - D7'Ux® + b, . (I+D7'L)x* ) = —-D~'Ux® + b’. Dabi izra-
¢unali x**1)  rabimo (I4+D~'L)~'D~! = DA+ D~'L)]~' = (D+L)~!. Prema
tome je x = Tx +b” gdjeje T=—(D+L)"'Uib” = (D+L)~'b’. Sli¢no kao u
(a), Gauss-Seidelova metoda konvergira onda i samo onda ako je r(T) <1. ©

Dijagonalna dominantnost matrice A osigurava konvergenciju obje metode.

Korolar 2. Neka je A dijagonalno dominantna matrica. Onda Jacobijeva i Gauss-
Seidelova metoda konvergiraju k rjeSenju problema Ax = b.

DokAz. Zbog t;j = —aj/a; za i # j i t;; = 0, zbroj apsolutnih vrijednosti elemenata
u i-tom retku matrice T jednak je

1
> gl = — > lag-
; |aiil =

i#i

Iz dijagonalne dominantnosti od A dobivamo }_.|t;| < 1. Odatle slijedi da je i
IT|[oc = max; 3, |ty| < 1. Bududidaje r(T) < [[T|o < 1, vidi Propoziciju 1 u
Odjeljku 5.1, tvrdnja slijedi iz Teorema 1. ©

Opisimo jo$ i kriterij za zaustavljanje iterativne metode za rjeSavanje sistema
Ax =b.

U tu svrhu uvedimo pojam apsolutne i relativne pogreske za izracunavanje toc-
ne vrijednosti X rjeSenja nekog problema. Pretpostavimo da smo nekom iterativnom

metodom nagli pribliznu vrijednost x*). Onda apsolutnom pogreskom zovemo iznos
|x — x®)||. Relativnom pogreskom zovemo broj ||x — x*)||/||x]|.
Za ilustraciju, ako imamo realan broj x = 2 i x*) = 2.1 za neku iteraciju k, onda

jeapsolutna pogreska 0.1, arelativna 0.1/2 = 0.05. Akoje x = 2000 i x%) =2000.1,
onda je apsolutna pogreska opet 0.1, ali relativna pogreska (tj. pogreska s obzirom na
to¢an iznos) je mnogo manja: 0.1/2000 = 0.00005 .
Razumije se, u konkretnom problemu relativnu pogresku ne moZemo izracunati
jer unaprijed ne znamo to¢nu vrijednost x. Stoga se relativna pogreSka zamjenjuje s
izrazom
Jx® — x40

Ix©

koji ne ovisi o x. Slijed iteracija x*) ra¢unamo sve dok taj kvocjent ne bude manji od
nekog zadanog (malog) broja € > 0. Za taj k ne moZemo na Zalost reéi koliko je x(*)
udaljen od to¢nog rjeSenja x.

Ukoliko je matrica A u problemu Ax = b dijagonalno dominantna, onda mozemo
procijeniti apsolutnu pogresku k -te iteracije Jacobijeve metode, tj. ||x*) —x|| . . Primi-
jetite da je taj iznos maksimum odgovarajucih apsolutnih pogreSaka po komponentama,
tj. max; |x,(k) — x|, edje je x = (x1,...,x,) " toéno rjeSenje problema.

Teorem 3. (To¢na procjena pogreSke aproksimacije) Neka je matrica A u problemu
Ax = b dijagonalno dominantna. Onda za k-tu iteraciju x*) Jacobijeve metode (1)
vrijedi ocjena

(k) _ HTHoo (k) _ k—1
X X g —||X X

Moo

gdje je T = —D~!(L 4 U). Ako je zadana toc¢nost € > 0, onda slijed x*) ra¢unamo
sve dok ne bude ||x¥) —x* |l oo < (1—||T)|00)&/||T||0 - Zataj k je ||x*) —x|o < €,
gdje je x tocno rjesenje problema Ax = b.

DokAz. Pokazimo da je x¥) Cauchyjev slijed u R”. Ra¢unamo normu od x*+7) —
xK) = (x(ktp) —xtkrp=1)) 4 (xktp=1) _xlktp=2)) o 4 (x(k+1) —x(*))  Radi kratkoce
piSemo samo ||T|| umjesto ||T|| . Rabeéi nejednakost trokuta dobivamo da je

||X(k+p) — X(k)H < [[xP) — xtkrp=1)|

+ [|x®FP= xp=2) & @)

Zbog x"*1) = Tx(") £ b je najprije [x* V) — xW| = ||IT(x® — x*=D)|| <
| T|[][x® — x*=D]||. Za sljedeéi ¢lan je ||x**+2) — x*+D|| = |T(x*D — x®)|| <
[T [|x*+D — x®|| < ||T))?||x*) — x*=D]|, i sli¢no dalje.
Prema tome je
x5 =X < (TP 4+ T+ [T xS = xED)
= | T(T+ T+ )+ .+ [T [ = x5
T+ T+ T+ ) xB —xED) 2)
Tl ®) _ olk=1)
< AT ey
=T
Zbog [|x*) — x* =V [T~ [x® —xO]| je
It —x®) < AT et o
1— T

Time je pokazano da je x¥) Cauchyjev slijed vektorau R”, jer zbog ||T|| < 1 desna
strana teZi u nulu kad k — oo, neovisno o p. Buduc¢ida je R" potpun vektorski prostor
(tj. Banachov prostor), onda taj slijed konvergira. TraZena ocjena u teoremu dobiva se
iz (2) tako da pustimo p — 0. ©

Primijetimo da je jednadzba x = Tx + b’ ekvivalentna s (I — T)x=b’, .
x=I-T)"'p, 4. x = (I+T+T?>+...)b, §to smo ve¢ vidjeli iterativnim
postupkom. Dobiveni matri¢ni red konvergira jer mu je spektralni radijus manji od 1,
tji. (T) < 1.

Matrica A moze biti takva da pripadne Jacobijeva i Gauss-Seidelova metoda za
problem Ax = b obje konvergiraju, a da sama matrica A nije dijagonalno dominantna.

2 3
ol
nije dijagonalno dominantna. S druge strane, zanjuje A =L+ D+ U uz

[0S ] -5 8] e[ 4]

T:D—l(L+U)=[ 1(/)4 3{)2 } (D+L)_1U=[8 Eé?g ]

je spektar prve matrice {/3/8,—+/3/8}, a druge {0,—3/8}. Prema tome je
r( YL +U)) =+3/8<1ir(D+L)"'U)=3/8 < 1, paJacobijeva i Gauss-
Seidelova metoda za problem Ax = b konvergiraju za svaki b. Primijetite da je u oba
slucaja ||T|lcc =3/2 > 1.

Primjer 10. Matrica

Zbog

Primjer 11. Pogledajmo primjer matrice A za koju Jacobijeva metoda za problem
Ax = b konvergira za svaki b, a Gauss-Seidelova metoda ne konvergira za barem
jedan b, jest

1 0 1
A=| -1 1 0
1 2 -3
Zanjuje A=L+D+ U uz
0 0 O 1 0 O 0 0 1
L=| -1 0 0 |, D=| 0 1 0O [, U=|0 0 0 |.
1 2 0 0 0 -3 0 0 O

Nakon malog racuna dobivamo da matrica

1 0 0 0 0 1 0o 0 -1
T=-D'L+U)=-| 0 I 0 || -1 0 0 |= 0 0
0 0 —1/3 1 2 0 1/3 2/3 0

koja odgovara Jacobijevoj metodi ima karakteristi¢ni polinom k(1) = A3 — %)L + %
Vlastite vrijednosti su A; ~ —0.747, A, =~ —0.374 —0.867i i A3 ~ —0.374+0.867i,
pa je spektralni radijus jednak r(7) = max{|A;|,|A2|,|A3]} < 1. Odatle slijedi da
Jacobijeva metoda konvergira.

S druge strane, za matricu

—_—

0 0 -1
T=-D+L)"'U=...=| 0 0 -1 |,
0 0 -1
koja odgovara Gauss-Seidelovoj metodi, dobivamo vlastite vrijednosti A;, = 0,
A3 = —1. Prema tome je r(T) = 1, pa postoji barem jedan b’ € R" za koji

Gauss-Seidelov slijed iteracija za jednadZbu x = Tx + b’ ne konvergira.
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5.9. Matricha analiza za linearne diferencijalne jednadzbe
|

Linearna nehomogena (homogena) jednadzba viseg reda moze se uvijek svesti na
vektorsku linearnu nehomogenu (homogenu) jednadzbu prvog reda. Pogledajmo jedan
primjer diferencijalne jednadZbe Cetvrtog reda:

du + rdu t sint

—+eé— —tu= .

drt dt
U njoj je nepoznanica funkcija u = u(t) realne varijable ¢, tj. traZe se funkcije u(z)
koje tu jednadZbu ispunjavaju za sve ¢ na nekom zadanom intervalu u R. Uvodimo
nove funkcije od ¢, njih Cetiri:
du d2u Pu
— 3= —, X4=—.
i’ T A YT an
Drugim rijec¢ima, broj novih funkcija jednak je maksimalnoj derivaciji u pocetnoj jed-
nadzbi. Zadnja funkcija x4 odgovara maksimalnoj derivaciji umanjenoj za jedan.

Deriviranjem novih funkcija dobivamo linearni sistem u kojem se pojavljuju samo prve
derivacije:

X = u, XxXp=

dx,

a2
% = tx] — €'xp + sint,
. . dxqs d4u - tdu .. v . . v v
jerje b = T& =sint — €' + tu. Taj sistem moZemo napisati sazeto u matricnom
obliku 4
X
— = A(r)x(r) +£(z
= AWx() + (1),
tj. kao vektorsku diferencijalnu jednadzbu prvog stupnja, gdje je
x1(t) 0 1 0 0 0
xo(t 0O 0 1 0 0
x=x = | 20l an=10 0 o 1| fw=] ¢
x4(t) t - 0 0 sin ¢

Pogledajmo sada kako rijeSiti nehomogenu vektorsku jednadzbu prvog stupnja
x' = A(r)x(t) + £(z), gdje je x(r) € R" traZena funkcija, s poletnim uvjetom
x(0) = xo € R". Problem nalaZenja vektorske funkcije x(¢) iz zadane diferenci-
jalne jednadZbe prvog reda po x(f), i poCetnog uvjeta za t = 0, zove se Cauchyjev
problem.

Oznacimo sa e, ..., e, kanonsku bazu u R", i pogledajmo pomoc¢ni, homogen
Cauchyjev problem u R”:

dllj
— = A(t) u(r
= A0
u;(0) =e;.
Zasto je od interesa znati rjeSenja w;(7) ? U tom se slucaju svako rjeSenje x(f) vektor-
skog Cauchyjeva problema
x'(1) = A(1)x(¢)
x(0) =c€eR",
gdje je ¢ = cie; + ... + cy€,, moZe napisati u obliku x(¢) = cju;(¢) + ... + c,u, () .
Drugim rijecima, rjeSenje Cauchyjeva problema dobiva se kao linearna kombinacija
funkcija w;(z) s koeficijentima koji predstavljaju komponente pocetnog uvjeta.
Formirajmo sada matricu reda n,
X(t) = [ul(t)v s 7un(t)]7
Ciji j-ti stupac je w;(¢). Gornjih ukupno n vektorskih homogenih Cauchyjevih pro-
blema po w;(f) (za j = 1,...,n) moZe se saZeto zapisati kao jedan jedini matricni
homogen Cauchyjev problem po X(¢):
X'(r) = A1) X(¢)
X(0) =1L
Primijetite da je I = [ey, ..., e,]. Akoimamo rjeSenje X(¢) ovog matri¢nog, homoge-
nog Cauchyjeva problema, onda imamo odmabh i funkcije w;(7) : to su upravo stupci od
X(t) . Stovise, vrijedi ova propozicija.

Propozicija 1. Nekaje x(t) rjeSenje vektorskog Cauchyjevaproblema x'(t) = A(1)x(r),
x(0) = ¢ € R". Onda je

Dokaz. Doista, vrijedi X(7) c = cjui (1) + ... + ¢,u,(f), gdje su w;(¢) stupci matrice
X(t), a ¢; komponente vektora ¢ € R".

Drugi, izravni na¢in da se to pokaZe je jednostavan ra¢un. Za x(#) = X() ¢ vrijedi

X' (1) =X (1) e = A()X(t) e = A(1)x(2), x(0)=X(0)ec=Ic=c.

Moze se pokazati da su rjeSenja X(#), odnosno x(z), za odgovarajuée Cauchyjeve
probleme jedincata. ©

Matrica X(f) ima zbog svoje vaznosti poseban naziv: zove se fundamentalna ma-
trica (ili fundamentalno rjeSenje) Cauchyjeva problema X' = A(¢) X(7), X(0) =1.
U uporabi je jos jedan sugestivan naziv: evolucijska matrica.

Sto je zapravo matrica X(¢)? Na to pitanje moZemo odgovoriti u slu¢aju kad je
A(?) konstantna matri¢na funkcija, tj. A. Najprije, u jednodimenzionalnom slucaju
kad je A = a € R, rjeSenje problema x’ = ax, x(0) = 1, je x(t) = ¢“.

Propozicija 2. Ako je A konstantna matrica, onda je fundamentalno rjesenje od-
govarajuceg homogenog Cauchyjeva problema X'(t) = AX(z), X(0) = I, jednako
eksponencijalnoj funkciji matrice At, tj.

202

t

X(t) zeAtzl—b—At—O—T—O—....

Drugim rije¢ima, Cauchyjev problem x'(t) = Ax(z), x(0) = xq, ima jednoznacno
odredeno rjesenje x(t) = eA'xy zasve t € R.

DokAz. Za matri¢nu funkciju t — A’ prema pravilu za derivaciju slozene funkci-
je imamo (eA')’ = eAMA = A€M (naime, matrice A i ¢ komutiraju radi e’ =
I+ Ar+ # +...). Prema tome je X'(t) = (e*'xq)’ = (e*)'xg = Aer'xy = Ax(1).
© !
U slu¢aju kad matrica A(¢) nije konstantna, nalaZenje odgovarajuée fundamental-
ne matrice X(¢) nije jednostavno. Tim problemom se ovdje neemo baviti.
U slucaju kada rjeSavamo obi¢nu nehomogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu
prvog stupnja s pocetnim uvjetom (tj. Cauéyjev problem)
Y(t) = a(t)y(t) + £ (1)
¥(0) = yo,
gdje je y = y(¢) nepoznata realna funkcija koju trazimo, a = a(t) i f = f(¢) zadane
funkcije i yo zadan realan broj (pocetni uvjet), onda je rjeSenje Caucyjeva problema

jednako
: t s
y(1) = el e (yo + [ by <s>ds> |
0

Primijetimo da je fundamentalno rjeSenje za taj problem, tj. rjeSenje problema X'(¢) =

a(t)X(t), X(0) = 1, jednako X(7) = efo als)ds Zanimljivo je da sli¢an rezultat vri-
jedi i za vektorsku nehomogenu linearnu diferencijalnu jednadZzbu prvog stupnja. U
sljedecem teoremu radi jednostavnosti pretpostavljamo da su neke vektorske funkcije
neprekinute, iako je jasno da se taj uvjet moze znatno oslabiti.

Teorem 3. Neka je A(t) zadana neprekinuta matri¢na funkcija, f(t) € R" zadana
neprekinuta vektorska funkcija, i yo € R" zadana pocetna vrijednost. RjesSenje odgo-
varajuceg nehomogenog linearnog Cauchyjeva problema

(1) = A(t)y(r) +£(2)
y(0) =¥o
Jjednako je

v =X() (30 + [ X ()K(s) @),

gdje je X(t) fundamentalna matrica homogenog Cauchyjeva problema X' = A(1)X(r),
X(0) = I. Posebno, ako je A(t) konstantna matrica A, onda je rjeSenje odgovarajuceg
Cauchyjeva problema y’ = Ay(t) +£(¢) i y(0) = yo, jednako

t
y(t) = eMyo + eA’/ e M (s) ds.
0
i.
t
y(t) = e*yg +/ A8 (s) ds.
0

DokAz. Moze se pokazati da je matrica X(¢) uvijek regularna. Uvedimo novu funkciju
z(t) sa y(1) = X(0)z(1) , 4j. z(t) = X(¢)"'y(¢) . Onda je
y/ _ X/Z + XZ/.

Doista, i-ta koponenta vektora y je y; = 3, X;z;, dakle y; = >3, Xjzj + > Xz .
Zbog y = A(t)y + f(¢) vrijedi X'z + X' = A(1)Xz + f, dakle Xz’ = f, .
z = X~'f. Integriranjem od 0 do ¢ dobivamo z(r) — z(0) = [ X' (s)f(s)ds.
Bududi da je y(¢) = X(7)z(¢), onda je yo = X(0)z(0) = Iz(0) = z(0), pa imamo
lz(z‘) = Yo + fot X~ !(s)f(s)ds. Tvrdnja slijedi mnoZenjem ove jednakosti s X(#) s
jjeva. ©

Primjer 12. Pogledajmo Cauchyjev problem y’ = Ay +f£(¢), y(0) = yo, u slucaju

kad je )
0 -1 0 1
A= |: 1 0 ) f(t) = |: e ! :| y Yo = |: 0 :| .

Drugim rijecima, radi se o Cauchyjevu problemu

=LY S I L) 1 ]

.
/
yi=—»n
/ —t
Y=y te
y1(0) =1
¥2(0) =0

Znajudi da je

Ar | cost —sint A(—s) _ | cos(t—s) —sin(t—s)
€ = [ sint cos t ]’ dakle e - [ sin(z — ) cos(t—s) |’

iz y(t) = eMyo + fot eAl=9f(s) ds dobivamo
yi | _ | cost —sint 1 "[ cos(r—s) —sin(r—s) 0 d
y2 | | sint cos t 0o | o | sin(z—s) cos(t — ) e |95
.
1 .
yi | _ | cost —sin(t —s) - e”*
[ y2 } N [ sint ] +/0 [ cos(t—s)-e* }ds’

1
1
yi(t) =cost— / sin(t —s) - e *ds = 5(30051‘ —sint —e™ ")
0

tj.

t
1
»(t) = sint+/ cos(t —s) e *ds = 5(3 sint+cost —e™").
0

U zadnja dva integrala smo dvaput rabili parcijalnu integraciju (ili se pomognemo s
nekim od simbolickih matematickih alata).

Jo§ jednostavniji nacin da prijedemo na racunanje kompleksnog integrala F(t) :=
fot e~ i1=5)g=S g = f(; e~ t=)=5 s  te nakon $to (izravno!) izracunamo zadnji integral,
u prvom integralu samo odvojimo realni i imaginarni dio od F(z) s pomocu Eulerove
formule: e~'~%) = cos(t — s) + isin(z — s) . To¢nije,

e

F(t) = e /t oS g — e—itﬂ -
0 7(1 + 1)

N (1 _ 6,—t(l+i))7
paje fot cos(t —s)-e*ds=Lr),a f(; sin(r —s) - eds = F(1).

s=t __
s=0 —

i+1
C

Zanimljivo je primijetiti da parametarski zadana krivulja (yi(¢),y2(7)), gdje
je t > 0, predstavlja spiralu koju se svi viSe priblizava krivulji (z;(¢),z2(¢)) =
(3(3cost — sint), 5(3sint + cost)), koja je najobicnija kruznica: z} +z3 = 5/2.
Ta kruznica na koju se spirala namata kada ¢t — 400 zove se granicni ciklus.

Primjer 13. Nadimo fundamentalnu matricu X(z) matrice

~7 4
N
Nultocke karakteristi¢nog polinoma x(4) = det (A — A) su A, = —3 £ 4i. Pre-
ma tome, matrica A je stabilna. vlastite vrijednosti su medusobno razlicite, pa je
matrica A sli¢na dijagonalnoj matrici D = diag (4;,A;). RjeSavajuéi jednadzbu
(AI— A)v = 0 dobivamo da su vlastiti podprostori razapeti vektorima v; = [1,1+1i]"
ivy=[1,1—i]T. Time dolazimo do matrice

11
T:[VI’W]:[ 1+i li}

koja dijagonalizira matricu A,tj. T"'AT =D. Zbog A = TDT ! i

_ L 1+i —i

1—_

T _2[ 1—1i i }

dobivamo da je
At _ o Dtp—1 _ 1 1 (=341 0 1 1+i —i
e =Te"'T _{1+i 11'][ 0 (34 | 5| 1 —i i

Rabedi Eulerov identitet ¢/ = cos ¢ + isin ¢ dobivamo nakon malog ratuna:

oA 3| COs 4t — sin 4t sin 4t
- —2sin4t cos 4t + sin 4¢

Pretpostavimo da je zadan Cauchyjev problem oblika x'(z) = Ax(¢), x(0) = x¢, gdje
je x(t) = [x1(¢),x(¢)] ", matrica A kao na pocetku ovog primjera, i xo = [1,0]" .
Drugim rije¢ima, promatramo dinamicki sistem opisan sustavom dviju autonomnih
diferencijalnih jednacaba u ravnini,
x1(t) = —Tx1 (1) + 4xp(1)
x5 (1) = —8x1(t) + x2(2)
s poCetnim uvjetima x1(0) = 1 i x,(0) = 0. RjeSenje tog Cauchyjevog problema
jednako je x(1) = e'xg, .
x1 () = e (cos 4 — sin 4t)
x(f) = —2¢™ ¥ sin 4z,
Buduéi da e™3 — 0 kad t — 400, a sinus i kosinus su cijelo vrijeme omede-
ni, onda x;(#) — 0 i x(f) — 0 kad + — 4o0o. Drugim rijeima, trajektorija
x(t) = [x1(¢),x2(¢)] T je stabilna, u smislu da teZi k 0 kad ¢t — +oo. To je u vezi s

¢injenicom da je matrica A stabilna, jer obje vlastite vrijednosti A;, imaju negativne
realne dijelove, tj. leZe lijevo od imaginarne osi u Gaussovoj ravnini.

Primjer 14. Zadan je sustav diferencijskih (ili rekurzivnih) jednacaba

Upp1 = —Tug + 4vyg
Vil = —8ug + Vi,
gdje je k = 0,1,2,..., a sljedovi realnih brojeva (ux) i (vx) su nepoznanice, koje

interpretiramo kao diskretne trajektorije, tj. (ux, v¢) je diskretna trajektorija u ravnini.
Indeks k interpretiramo kao (diskretno) vrijeme. Pretpostavimo da je pocetni polozaj
(ug,v0) zadan. Problem je naci u; i v u zatvorenoj formi, tj. kao eksplicine funkcije
od k.

Oznacimo li sa x; = (u,v;) ', onda gornji sistem diferencijskih jednacaba mo-
Zemo zapisati kratko u vektorskom obliku:

Xk_HZAXk, k:(),l,2,...
gdje je A matrica iz prethodnog primjera. Uz zadani Xo = (ug, vo) ' € R* vrijedi
X = AkX().

Doista, X; = AXg, X = Ax; = A?Xg, itd. Buduéi da je A = TDT™!, onda je
A¥ = TDFT!, paslijedi x; = Afxg = TD*T~!xq, tj.

we | [ 1 1 (=3 +4i)* 0 114+ —i Uy
vie | | 14+ 1—i 0 (=3—4pk |2 1—i i vo |°
Nakon kratkog racuna dobivamo

e = 5 (1) (=340 (1) (3 -40)") o (—i(~3+4i)*i(~3—4i)") o]

1
ve=3 [(2i(—3+4i) =2i(—3—4i)*) ug+ ((1—i) (—3+4i)* +(1+i) (—3—4i)") vo] .
Primijetite da su u; i v, realni brojevi, iako su izraZeni s pomocu kompleksnih brojeva.
Buduci da je r(A) = /32 + 42 = 5 > 1, onda nece vrijediti da A* — 0, vidi Teorem
2.3. Dakle postoji xg € R? za koji A*x, ne konvergirak 0.
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|
5.10. Varijacijska karakterizacija vlastitih vrijednosti

hermitske matrice
|

Pretpostavimo da je zadana kvadratna matrica A s kompleksnim koeficijentima.

_r . =T C .
Podsjetimo se, matricu A* = A zovemo hermitski adjungiranom matricom od A.
Na pr.

=i i T+i =i ] [ 14i 1

p— - * j— - j—

A—[ 1 1+i] — A —[ 1 li} —[ i 1i}

Za matricu A kaZzemo da je hermitska ako je A* = A. Za matrice A s realnim

koeficijentima pojam hermitske matrice se podudara s pojmom simetri¢ne matrice.
Neka je A hermitska matrica reda n. Kao §to znamo, onda su sve vlastite vrijed-

nosti Ay,...,A, od A realne, i postoji ortonormirana baza (realnih) vlastitih vektora

{e1,...,e,} od A. MoZemo bez gubitka opcenitosti uzeti da su vlastite vrijednosti

poredane u opadajucem slijedu, tj.

M2k > .2
Zbog Ae, = Mer i |lex]] = 1 je A4 = (Aer|er). Stoga je prirodno promatrati
kvadratnu formu f (x) = (Ax|x) definiranu za x takve da je ||x|| = 1, tj. za x iz
(n — 1) -dimenzionalne jedini¢ne sfere u R”" sa srediStem u ishodistu.

Teorem 1. (Varijacijska karakterizacija vlastitih vrijednosti hermitske matrice) Neka
je A hermitska matrica, tj. A* = A. (a) Onda je
A1 = max(Ax|x),
i

i maksimum se dostiZe tocno kada je x vlastiti vektor matrice A koji pripada vlastitoj
vrijednosti A; .

(b) Takoder,
A
Al = max @
A0 |||
Dokaz. (a) Odaberimo x € R” takav da je ||x|| = 1. Bududi da vektori e, &ine

ortonormiranu bazu u R”, vrijedi
X = (x|e))e; +...+ (x]e,)e,,
if(x]e)* +...+ |(x]e)]* = 1 zbog (x]x) = 1. Iz Aey = Me; slijedi
Ax = A (x|e))e; + ...+ A, (x| e,)e,, dakle
(AX|x) = A|(x|e)]* + ... 4+ Al (x|en) > < Al (x]e))? + ...+ A(x]e,)]* = A

M

Time je dokazano da je A; > (Ax|x) za sve x € R” takve da je [|x|| = 1. Jo§
treba samo vidjeti da postoji neki x &ija norma je jedan, za koji vrijedi 4; = (Ax|x).
Dovoljno je uzeti x = e, jer onda imamo (Ae; |e;) = (L1 |e;) = A, .

(b) Tvrdnja slijedi iz (a), jer u izrazu

(Ax|x) ([, x X
TR ‘<A||x||'||x||>

je vektor x/||x|| jedini¢éni. ©

Razlomak (Ax| )
X|x
R(x) == ———=

(x|

zove se Rayleighov kvocijent.
Ponekad je zgodno Teorem 1(b) srociti u ovom obliku.

Korolar 2. Ako je A hermitska matricai A, njena najveca vlastita vrijednost, onda za
sve x € R" vrijedi
(Ax]x) < Au[x]|*.

Konstanta C = A, je najmanja konstanta za koju vrijedi (Ax |x) < C||x||*> za sve x.

Pozitivno semidefinitne i pozitivno definitne matrice imaju sli¢nu ulogu kao nene-
negativni ( > 0) i pozitivni brojevi ( > 0) medu svim realnim brojevima. Pokazuje se
da za svaku pozitivno semidefinitnu matricu A postoji jednozna¢no odredena pozitivno
semidefinitna matrica B takva da je B> = A. Matrica B zove se drugi korijen iz A,

i oznadavasa B = /A ili A1/2.

Korolar 3. Neka je A hermitska matrica.
a) A je pozitivno semidefinitna onda i samo onda ako je A; > 0 za sve i. U tom
slucaju je spektralna norma jednaka najvecoj vlastitoj vrijednosti od A, tj.

[All2 = 41,
gdje Ay najveca vlastita vrijednostod A: A = A > ... =2 4,(=0).

b) A je pozitivno definitna onda i samo onda ako je A; > 0 za sve i. Ako je A,
najmanja vlastita vrijednost od A, onda za sve x € R" vrijedi

(AX[x) > A x|,

Konstanta C = A, je najveca konstanta sa svojstvom da za sve x vrijedi
(Ax|x) > C|[x|I?. 1.

(Ax])
= mmn-—————-—-
A = T T

DokAz. a) Ako je A > 0, onda je A; = (Ae;|e;) > 0 za sve i. Obratno, ako je
Ai > 0 za sve i, onda iz rastava X = xje; + ... -+ x,€, po volji odabranog vektora x

dobivamo
(Ax |x) = (Z Aixie; | inei) = Z Ailxi* = 0.

Da bismo dokazali A; = ||A]|, odaberimo bilo koji jedini¢ni vektor x. Onda je
(Ax[x) < [|Ax] - [Ix]| < [|A]] - [x]* = [|A],

gdje smo rabili nejednakost CSB. Uzimajuéi u gornjoj nejednakosti maksimum po svim
jedini¢nim vektorima x dobivamo prema Teoremu 1 da je ||A|| < A;. Da bi dokazali
obratnu nejednakost, za jedini¢ni vektor x gledamo

IAX]* = A xie) P = 1D Amieil =D A2 x> < Y AP* = A7,

gdje smo rabili da je A; najveca vlastita vrijednost. Prema tome je ||Ax|| < A, pa
uzimajuci maksimum po svim jedini¢nim vektorima x dobivamo [|A] < A, .
b) Tvrdnja slijedi odmah iz dokaza provedenogua). @

Pokazuje se da je hermitska matrica A = (a;;) pozitivno definitna onda i samo
onda ako su sve glavne minore od A pozitivne, tj.,

ai ain
‘>0, e : >0

(278 cee Ann

ar ann

a;; >0
1 ’ a an

U primjenama (na pr. u teoriji antena) od koristi je sljedeci rezultat o tzv. gene-
raliziranim vlastitim vrijednostima A koja rjeSavaju problem Ax = ABx, x # 0
(zapravo, ovdje su nepoznanice parovi A i x # 0). On predstavlja poopcenje Teorema
1. Naime, tvrdnja se svodi na Teorem 1 ako je matrica B jedinicna. U tom slucaju
se nalaZenje generalizirane vlastite vrijednosti A svodi na problem nalaZenja klasi¢ne
vlastite vrijednosti matrice A: Ax = Ax, x #0.

Teorem 4. Neka su A i B hermitske matrice i B pozitivno definitna (tj. (Bx|x) > 0
zasve x £ 0). Nekasu A; > ... > A, rjeSenja generalizirane karakteristicne jednadz-
be

det (AB —A) =0.

Onda postoje vektori ey, ... e, € R" takvi da je
Ae,' = A,Bei, (Be,' | €j) = 51']'7
i vrijedi
(Ax|x)
M= .
LR (Bx | x)

A0

Maksimum se dostiZe za X = e; .

SKICA DOKAZA. (a) PokaZimo da postoji regularna matrica T takva da je
T*AT =D :=diag (A4,...,4,), TBT =L

Doista, neka je S ortogonalna matrica koja dijagonalizira B, tj. S*BS = D; =
diag (W, ...,Uy,). Pritom A prelaziu A; := S*AS. Matrica A, je takoder hermitska
jer je A7 = (S*AS)* = S*AS*™* = S*AS = A,. Bududi da su zbog pozitivne def-
nitnosti od B svi y; > 0, matrica D, := diag (1/\/01,...,1/\/l,) = Dy je dobro
definirana. Ona prevodi D; u jedini¢nu matricu (umnos$ku triju dijagonalnih matrica
odgovara umnozak dijagonalnih elemenata):

D;(S*BS)D, = D,DiD, = 1.
Matrica A; prelazi u novu hermitsku matricu
D3 (S*AS)D, = DA D, := A,.
Neka je S; ortogonalna matrica koja prevodi hermitsku matricu A, u dijagonalnu:
ST(D5(S*AS)D,)S; = STA,S; = D :=diag (A1, ..., 4).
Ondaza T = SD,S; imamo T*AT =D i1
T*BT = S;(D;(S*BS)D,)S; = S{IS; =L

(b) Buduéi da je (T*)~' = BT, onda je AT = T*"'D = BTD. Neka je
T =le;,...,e,, tj. & sustupci od T. Bududi daje TD = [Ajey, ..., Ae,] (provije-
ri!), onda iz AT = [Aey,...,Ae,] i BTD = B[Aeq,..., A,e,] = [A/Bey, ..., 1,Be,]
dobivamo Ae; = A;Be;. Vektori e; susvi # 0 jer je T = Jey,...,e,] regularna
matrica.

(c) Vrijednosti A; dobivaju se iz jednadzbe det (AI — D) = 0, tj. det (AT*BT —
T*AT) = 0, tj. det(T*(AB — A)T) = 0, tj. prema Binet-Cauchyjevu teoremu, iz
jednadzbe det (AB — A) =0.

(d) Iz svojstva T*BT = I, rabeci definiciju mnoZenja matrica, slijedi da na mjestu
(i,j) vrijedi jednakost e/Be; = &;, tj. (e;|Be;) = J;, tj. vektori e; su ortonormirani
s obzirom na skalarni produkt (x|y), := (x|By) = (Bx|y). Lako se provjeri da je
to doista skalarni produkt, na pr. (x|x), = (Bx|x) > 0 za x # 0. Primijetimo da je
(Ag; | e;) = (4;Be;| e;) = A;. Preostali dio dokaza je sli¢an kao dokaz Teorema 1. ©

Spomenimo na kraju bez dokaza sljedeci zanimljiv teorem koji daje varijacijski
opis vlastitih vrijednosti hermitske matrice A.

Teorem 6. (Courantov princip minimaksa) Neka je A hermitska matrica reda n i neka
su Ay > ... > A, sve viastite vrijednosti od A . Onda za sve k < n vrijedi

M1 = i A .
k+1 xh_?lxlkIéR” rulgg (Ax | x)

Na pr. A, dobiva se tako da za bilo koji x; € R”, x; # 0 gledamo maksimum
kvadratne forme (Ax; |x;) najedini¢noj sferi u hiperravnini L(x;)", i zatim minimum
tih brojeva (maksimuma) po svim Xx; .
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5.11. Fréchetova derivacija
|

Pretpostavimo da su zadani normirani vektorski prostori X i Y. Radi jednostav-
nosti pretpostavit ¢emo da su oba kona¢no-dimenzionalni. Za funkciju F : X — Y,
opcenito nelinearnu, kaZzemo da je diferencijabilna u to¢ki x € X ako postoji linearni
operator A € L£(X,Y) takav da je

F(x+h) = F(x)+Ah+ o(h),
- o(h
gdje Tt
je diferencijabilna u to¢ki x ako postoji linearni operator A € £(X,Y) takav da vrijedi
lim |F(x+ h) — F(x) — Ah|| _o.
h—0 1]
Lako se vidi da je gornjom jednako$¢u operator A odreden jednoznac¢no. Oznacava
sesa A = F'(x) € L(X,Y), i zove se Fréchetova derivacija od F u tocki x. Time
smo dobili novu funkciju ' : X — L(X,Y). Ako je funkcija F’ neprekinuta (prostor
L(X,Y) je takoder normiran), onda kazemo da je funkcija F Fréchet diferencijabilna,
ili klase C', te u tom slu¢aju pisemo F € C!(X,Y). Ovdje smo sa C!(X,Y) ozna¢ili
skup svih funkcija F iz X u Y koje su klase C'. U literaturi se ¢esto umjesto F’(x) h
rabi i oznaka dF(x)h (diferencijal od F u to¢ki x).

— O u Y kada & — O u prostoru X. Drugim rije¢ima, funkcija F : X — Y

Primjer 15. Nekaje A zadana matricatipa mxn i F : R" — R™ linearni operator
zadan sa F(x) = Ax. Onda je F'(x) = A zasve x. Dakle F’(x) je isti linearni opera-
tor za sve X. Doista, za uévricéeni vektor x je F(x+h)—F(x) = A(x+h) —Ax = Ah,
pa vidimo da je F/(x)h = Ah za sve h € R" (dakle F'(x) = A) i o(h) = 0. Sjetimo
se iz Matematike 1 da za ucvrsceni ¢ € R i funkciju F (x) = ax, x € R, vrijedi
F'(x) = a, $to ovdje odgovara sluéaju m =n = 1.

Nakon §to smo dobili novu funkciju F’ : X — L(X,Y), opéenito takoder nelinear-
nu, na analogan na¢in moZemo definirati i njenu derivaciju na X, tj. F”/, jer je prostor
L(X,Y) takoder normiran s operatorskom normom. Sada e prema prethodnom biti
definiran ovakav linearni operator iz X u L(X,Y):

F'(x) € L(X, L(X,Y))

Drugim rijeima, u tocki x € X za bilo koje vektore h,k € X vrijedi da je
F'(x)h € L(X,Y), dakle [F"(x)h]k € Y. Ovaj izraz Cesto krace zapisujemo kao
[F"(x)h]k = F"(x) (h,k) = F"(x) hk € Y.
Drugim rije¢ima, F”(x) shvadamo kao bilinearnu funkciju dviju varijabla iz X . Bili-
nearnost znaci da je funkcija h — F”(x) hk linearnaiz X u Y za bilo koji udvriéeni k
(tj. F”(x) (A]h] + Aghg)k = A]F”(x) hk+ AQF”(X) hk), a funkcija k — F”(x) hk je
linearna za u¢vriéeni A (4j. F"'(x) h(Mki + oky) = MF" (x) hky + L F" (x) hiy ).
Primijetite da funkcija (h,k) — [F"(x)h]k opCenito nije linearnaiz X x X u Y.
Vektorski prostor bilinearnih operatora iz X x X u Y oznafavamo sa L£*(X x X, Y),
paje F"(x) € L2(X x X,Y).

Primjer 16. U uvjetima prethodnog primjera je F’(x)k = Ak (jednakost u R™),
paje F'(x+h)k—F'(x)k = Ak—Ak = 0, zasve k € R",dakle F'(x+h)—F'(x) =0
(jednakost u prostoru matrica tipa m x n), dakle F”(x)h = 0, tj. F’(x) = 0
za svaki x (F(x) je linearni operator iz R" u prostor m X n matrica, F’(x) €
L(R", L(R", eR™))).

Jednostavna bilinearna funkcija B : R x R — R je na pr. B(h,k) = 3hk. U sluéaju
B:R>x R*> = R? tojenapr. B(h,k) = (3h1ky + hoky + haka, 2hky — hiky + haky — hoky) T,
gdieje h= (h1,ln) i k= (ki,k2).

Na sli¢an naCin se dobiva i treca derivacije od F. To je funkcija F”'(x) €
L(X,L(X,L(X,Y))) koja je trilinearna: X x X x X > (h,k,[) — F"(x)hkl € Y, tj.
F"(x) € L2(X xX xX,Y), gdjeje £3(X x X x X, Y) prostor svih trilinearnih operatora
IZXxXxXuY,itd.

Fréchetova derivacija kompozicije vektorskih funkcija (opéenito nelinearnih), ra-
¢una se kao kompozicija njihovih derivacija. Te su derivacije linearni operatori. Drugim
rijeima, akosu F : X — Y i G : Y — Z preslikavanja izmedu triju vektorskih pros-
tora, ondaza G o F : X — Z vrijedi pravilo deriviranja kompozicije:

(GoF)(x) = G'(F(x) o F'(x).
Ovdje je (Go F)(x) € L(X,Z), G'(F(x)) € L(Y,Z) i F'(x) € L(X,Y).

Primjer 17. U slucaju realne funkcije realne varijable F : R — R je F’(x) uobi-
Cajena derivacija.
Za F : R> — R je F'(x) linearni operator iz R> u R (za svaki x po jedan),

definiran sa af( ) o (x)
, _ X X
F (X)h - 8)(1 hl + 8)(2 h27

tj. totalni diferencijal funkcije F, gdje je h = (hy,hy) € R*. Parcijalne derivacije
izraunavamo u tocki x = (x1,x;).
Ovdje je

F”(x):{ T }eﬁ(RZ,E(RZ,R))v

foxl X2 X2

jer taj prostor linearnih operator mozemo poistovjetiti s prostorom kvadratnih matrica
M,;. Ova se matrica zove Hesseova matrica ili Hessijan preslikavanja F'. Prema
tome je

F”(x) hk = xlllxlhlkl + xlllxz (/’l]kz + /’lzkl) —Q—fx;l&k] ky.

Posebno,
F'(x)hh = £ hi +2f)' by + £l B3,

X1X] X1X2 X2X2

a to je upravo poznati drugi diferencijal d*F(x) realne funkcije dviju realnih varijabla
F, izraCunat u to¢ki x. Rezultat je kvadratni polinom (to¢nije, kvadratna forma) s
varijablama h; 1 hy.

Primjer 18. Zadana je vektorska funkcija vektorske varijable F : R> — R? sa
F=(f,g)". 4. F(x;,x2) = (f (x1,x2),8(x1,x)) ", uz zadane realne funkcije dviju
varijabla f i g. Onda za h = (hy,hy)", zbog f(x1 + hi, X2 + hy) — f (x1,%) =
flhi+fihy +o1(h),isliéno za g, vrijedi

F(x+h) = F(x) = (f/,h +fih2 + 01(h), g, + gi,ha + 02()) T,
gdje se parcijalne derivacije izraunavaju u to¢ki x. Dakle, F(x +h) = F(x) + Ah +
O(h), gdje je

/ /
A=Fx)=|"n ‘% |,
( ) |: g)’(] gxz :|

tzv. Jacobijeva matrica preslikavanja F (ili Jacobijan od F)i o(h) = (o(h),02(h)).

Primjer 19. Za h = (h;, hy) je
[ fr, (eth) £ (Hh)} B [f)?] (x) fx’z(X)]
| &, (x+h) gy, (x+h) gy (%) &, (%)

[ A oo () flL i+, hatoia(h)
g gy hatoai (h) gy gy, hatoxn(h)

F/(x-+h) — F'(x) =

tj.
[ " " " "
F'(x+h) =F(x)+ | 3 %0 ] hy + { e e } hy + o(h),
L gX1X1 X2X1 gxlxz X1X2
gdje je o(h) = (o;(h)) matrica takva da % konvergira prema nul-matrici kada

h — 0. Odavde citamo da je
1 " 12 "
F'(x)h = Ty Tom I+ | Tye T e L(R?,R?).
gX1X1 X2 X1 gX]Xz X1X2

Drugim rije¢ima, operator F"(x) € L(R?, £(R? R?)) moZemo shvatiti kao par dviju
matrica reda 2, tj. kao kvadratnu matricu tipa 4 x 2:

1 "

WA f“f?x‘

F (X) _ jgr);}xl g)%xl ] (D
v 7
8x1x 8x1x

Primijetite da je prostor L(R?, £(R? R?)) izomorfan s prostorom matrica My, jer je
L(R? R?)) izomorfan s R*.
Smisao druge derivacije (ili tzv. drugog diferencijala) je u ovom slucaju ovakav:

1" “’ “ kl " ; kl
F"(x)hk = [ g ]hl[ o }+[ VAR }hz{ k ]

X1X] gxle gxlxz XoX
tj.
" hiky + £ (hlkz +h2k1) +f” hoky
F// hk = xpx THLRD XX XX .
(x) { & ks + g (ks + hoky) + g7 ok
Posebno,

" h2+2 " /’l /’l +f// /’l2
F"(x)hh = [ xx, 71 xxp H11R2 xx'h
™ S bt + 281 hy + g, b

} € R%.
Prepoznajemo da su komponente od F”(x) hh upravo drugi diferencijali funkcija f i
g.

Pokazuje se da je za vektorske funkcije F : R> — R?, kao u ovom primjeru,
mogu¢ prikaz u obliku Taylorova razvoja. Na pr. za funkciju F klase C' vrijedi

F(x+h) = F(x) + F'(x)h + o(h),

za h — 0. Za funkciju klase C? vrijedi
1
F(x+h)=F(x)+F'(x)h+ EF”(X) hh + o(||h|]?),

gdje je o(||h||?) vektor koji trne brze od |/h||?, to¢nije, takav da % — 0 kad
h— 0.



