
AUDITORNE VJEŽBE — 11. TJEDAN

(1) Linearan i vremenski nepromjenljiv kontinuirani sustav zadan je diferencijalnom jednadžbom

𝑦′′ (𝑡) + 𝑦′ (𝑡) − 6𝑦 (𝑡) = 𝑢′ (𝑡) − 5𝑢 (𝑡) .

Korištenjem Laplaceove transformacije, odredite:

(a) odziv sustava na pobudu 𝑢 (𝑡) = 𝑒3𝑡` (𝑡) uz početne uvjete 𝑦 (0−) = 1 i 𝑦′ (0−) = 2;

(b) odziv mirnog sustava na pobudu 𝑢 (𝑡) = 𝑒2𝑡` (𝑡);
(c) odziv mirnog sustava na pobudu 𝑢 (𝑡) = 𝑒5𝑡` (𝑡); te
(d) impulsni odziv mirnog sustava.

(2) Linearan i vremenski nepromjenljiv diskretni sustav zadan je diferencijskom jednadžbom

6𝑦 [𝑛] − 𝑦 [𝑛 − 1] − 𝑦 [𝑛 − 2] = 5𝑢 [𝑛] − 𝑢 [𝑛 − 1] .

Korištenjem Z-transformacije, odredite:

(a) odziv sustava na pobudu 𝑢 [𝑛] =
[
1

3

]𝑛
` [𝑛] uz početne uvjete 𝑦 [−1] = 1 i 𝑦 [−2] = 2;

(b) odziv mirnog sustava na pobudu 𝑢 [𝑛] =
[
1

2

]𝑛
` [𝑛];

(c) odziv mirnog sustava na pobudu 𝑢 [𝑛] =
[
1

5

]𝑛
` [𝑛]; te

(d) impulsni odziv mirnog sustava.
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Rješenja

(1)

𝑦′′ (𝑡) d t 𝑠2𝑌 (𝑠) − 𝑠𝑦 (0−) − 𝑦′ (0−)

𝑦′ (𝑡) d t 𝑠𝑌 (𝑠) − 𝑦 (0−) 𝑢′ (𝑡) d t 𝑠𝑈 (𝑠) − 𝑢 (0−)

𝑦 (𝑡) d t 𝑌 (𝑠) 𝑢 (𝑡) d t 𝑈 (𝑠)(
𝑠2𝑌 (𝑠) − 𝑠

=1

𝑦 (0−) −
=2

𝑦′ (0−)
)
+
(
𝑠𝑌 (𝑠) −

=1

𝑦 (0−)
)
+ 6𝑌 (𝑠) =

(
𝑠𝑈 (𝑠) −

=0

𝑢 (0−)
)
− 5𝑈 (𝑠)

𝑌 (𝑠) = 𝑠 − 5

𝑠2 + 𝑠 − 6

·𝑈 (𝑠) + 𝑠 + 3

𝑠2 + 𝑠 − 6

(a)

𝑈 (𝑠) = 1

𝑠 − 3

𝑌 (𝑠) = 𝑠 − 5

(𝑠 − 2) (𝑠 + 3) (𝑠 − 3) +
𝑠 + 3

(𝑠 − 2) (𝑠 + 3)

𝑠 − 5

(𝑠 − 2) (𝑠 + 3) (𝑠 − 3) =
𝑐1

𝑠 − 2

+ 𝑐2

𝑠 + 3

+ 𝑐3

𝑠 − 3

/
· (𝑠 − 2)

𝑠 − 5

(𝑠 + 3) (𝑠 − 3) = 𝑐1 +
𝑐2

𝑠 + 3

· (𝑠 − 2) + 𝑐3

𝑠 − 3

· (𝑠 − 2)
/
lim

𝑠→2

3

5

= 𝑐1 + 0 + 0

...

𝑌 (𝑠) = 3/5
𝑠 − 2

+ −4/15
𝑠 + 3

+ −1/3
𝑠 − 3

+ 1

𝑠 − 2

𝑦 (𝑡) = 3

5

𝑒2𝑡` (𝑡) − 4

15

𝑒−3𝑡` (𝑡) − 1

3

𝑒3𝑡` (𝑡)︸                                        ︷︷                                        ︸
odziv mirnog sustava

+ 𝑒2𝑡` (𝑡)︸  ︷︷  ︸
odziv ne-

pobuđenog

sustava

(b)

𝑈 (𝑠) = 1

𝑠 − 2

𝑌 (𝑠) = 𝑠 − 5

(𝑠 − 2)2 (𝑠 + 3)

𝑠 − 5

(𝑠 − 2)2 (𝑠 + 3)
=

𝑐1

(𝑠 − 2)2
+ 𝑐2

𝑠 − 2

+ 𝑐3

𝑠 + 3

/
· (𝑠 − 2)2

𝑠 − 5

𝑠 + 3

= 𝑐1 + 𝑐2 · (𝑠 − 2) + 𝑐3

𝑠 − 3

· (𝑠 − 2)2
/
lim

𝑠→2

−3
5

= 𝑐1 + 0 + 0

𝑠 − 5

𝑠 + 3

= 𝑐1 + 𝑐2 · (𝑠 − 2) + 𝑐3

𝑠 − 3

· (𝑠 − 2)2
/
𝑑

𝑑𝑠

(𝑠 + 3) − (𝑠 + 5)
(𝑠 + 3)2

= 0 + 𝑐2 +
(

𝑐3

(𝑠 − 3)2
+ 2 · 𝑐3

𝑠 − 3

)
· (𝑠 − 2)

/
lim

𝑠→2
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8

25

= 0 + 𝑐2 + 0

...

𝑌 (𝑠) = −3/5
(𝑠 − 2)2

+ 8/25
𝑠 − 2

+ −8/25
𝑠 + 3

𝑦 (𝑡) = −3
5

𝑡𝑒2𝑡` (𝑡) + 8

25

𝑒2𝑡` (𝑡) − 8

25

𝑒−3𝑡` (𝑡)

(partikularno rješenje −3
5

𝑡𝑒2𝑡 je drugačijeg oblika u odnosu na pobudu)

(c)

𝑈 (𝑠) = 1

𝑠 − 5

𝑌 (𝑠) = 1

(𝑠 − 2) (𝑠 + 3)
...

𝑌 (𝑠) = 6/5
𝑠 − 2

+ −1/5
𝑠 + 3

𝑦 (𝑡) = 6

5

𝑒2𝑡` (𝑡) − 1

5

𝑒−3𝑡` (𝑡)

(partikularno rješenje je 0)

(d)

𝑈 (𝑠) = 1

𝑌 (𝑠) = 𝑠 − 5

(𝑠 − 2) (𝑠 + 3) = 𝐻 (𝑠)

...

𝐻 (𝑠) = −3/5
𝑠 − 2

+ 8/5
𝑠 + 3

ℎ (𝑡) = −3
5

𝑒2𝑡` (𝑡) + 8

5

𝑒−3𝑡` (𝑡)

(2)

𝑦 [𝑛] d t 𝑌 (𝑧) 𝑢 [𝑛] d t 𝑈 (𝑧)

𝑦 [𝑛 − 1] d t 𝑧−1𝑌 (𝑧) + 𝑦 [−1] 𝑢 [𝑛 − 1] d t 𝑧−1𝑈 (𝑧) + 𝑢 [−1]

𝑦 [𝑛 − 2] d t 𝑧−2𝑌 (𝑧) + 𝑧−1𝑦 [−1] + 𝑦 [−2]

6𝑌 (𝑧) −
(
𝑧−1𝑌 (𝑧) +

=1

𝑦 [−1]
)
−
(
𝑧−2𝑌 (𝑧) + 𝑧−1

=1

𝑦 [−1] +
=2

𝑦 [−2]
)
= 5𝑈 (𝑧) −

(
𝑧−1𝑈 (𝑧) +

=0

𝑢 [−1]
)

𝑌 (𝑧) = 5 − 𝑧−1

6 − 𝑧−1 − 𝑧−2
·𝑈 (𝑧) + 3 + 𝑧−1

6 − 𝑧−1 − 𝑧−2

(a)

𝑈 (𝑧) = 1

1 − 1

3
𝑧−1

=
3

3 − 𝑧−1
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𝑌 (𝑧) = 5 − 𝑧−1

(2 − 𝑧−1) (3 + 𝑧−1) ·
3

3 − 𝑧−1
+ 3 + 𝑧−1

(2 − 𝑧−1) (3 + 𝑧−1)

(rastav na parcijalne razlomke radi se kao i kod Laplaceove transformacije)

...

𝑌 (𝑧) = 9/5
2 − 𝑧−1

+ 4/5
3 + 𝑧−1

+ −1
3 − 𝑧−1

+ 1

2 − 𝑧−1

=
9/10

1 − 1

2
𝑧−1

+ 4/15
1 + 1

3
𝑧−1

+ −1/3
1 − 1

3
𝑧−1

+ 1/2
1 − 1

2
𝑧−1

𝑦 [𝑛] = 9

10

[
1

2

]𝑛
` [𝑛] + 4

15

[
−1
3

]𝑛
` [𝑛] − 1

3

[
1

3

]𝑛
` [𝑛]︸                                                        ︷︷                                                        ︸

odziv mirnog sustava

+ 1

2

[
1

2

]𝑛
` [𝑛]︸         ︷︷         ︸

odziv nepobuđenog

sustava

(b)

𝑈 (𝑧) = 1

1 − 1

2
𝑧−1

=
2

2 − 𝑧−1

𝑌 (𝑧) = 5 − 𝑧−1

(2 − 𝑧−1) (3 + 𝑧−1) ·
2

2 − 𝑧−1

...

𝑌 (𝑧) = 6/5
(2 − 𝑧−1)2

+ 16/25
2 − 𝑧−1

+ 16/25
3 + 𝑧−1

=
6/20(

1 − 1

2
𝑧−1

)
2
+ 8/25
1 − 1

2
𝑧−1

+ 16/75
1 + 1

3
𝑧−1

𝑦 [𝑛] = 6

20

[𝑛 + 1]
[
1

2

]𝑛
` [𝑛] + 8

25

[
1

2

]𝑛
` [𝑛] + 16

75

[
−1
3

]𝑛
` [𝑛]

(partikularno rješenje

6

20

[𝑛 + 1]
[
1

2

]𝑛
` [𝑛] je drugačijeg oblika u odnosu na pobudu)

(c)

𝑈 (𝑧) = 1

1 − 1

5
𝑧−1

=
5

5 − 𝑧−1

𝑌 (𝑧) = 5 − 𝑧−1

(2 − 𝑧−1) (3 + 𝑧−1) ·
5

5 − 𝑧−1

...

𝑌 (𝑧) = 1

2 − 𝑧−1
+ 1

3 + 𝑧−1

=
1/2

1 − 1

2
𝑧−1

+ 1/3
1 + 1

3
𝑧−1

𝑦 [𝑛] = 1

2

[
1

2

]𝑛
` [𝑛] + 1

3

[
−1
3

]𝑛
` [𝑛]

(partikularno rješenje je nula)
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(d)

𝑈 (𝑧) = 1

𝑌 (𝑧) = 5 − 𝑧−1

(2 − 𝑧−1) (3 + 𝑧−1) = 𝐻 (𝑧)

...

𝐻 (𝑧) = 3/5
2 − 𝑧−1

+ 8/5
3 + 𝑧−1

=
3/10

1 − 1

2
𝑧−1

+ 8/15
1 + 1

3
𝑧−1

ℎ [𝑛] = 3

10

[
1

2

]𝑛
` [𝑛] + 8

15

[
−1
3

]𝑛
` [𝑛]


