Signali i sustavi - Zadaci za vjezbu
X. tjedan
Frekvencijske karakteristike

1. Kontinuirani sustav zadan je diferencijalnom jednadzbom:

y"(®) +5y'(t) + 6y(t) = u().

Naéi amplitudno-frekvencijsku i fazno-frekvencijsku karakteristiku sustava, te odziv na pobudu
u(t) = 5cos (t). Pocetni uvjetisu y(07) = 0iy'(07) = 1. Komentirajte izgled odziva za t > 0.

Rjesenje:

Zadana je diferencijalna jednadzba y''(t) + 5y’ (t) + 6y(t) = u(t).
Njezina prijenosna funkcija
s2Y(s) + 5sY(s) + 6Y(s) = U(s)
(s2+5s+6)Y(s) = U(s)

Y(s) 1 1
H(S) = = > =
U(s) s?+5s+6 (s+2)(s+3)
Polovi s; = —2, s, = —3. Kako su realni dijelovi oba pola negativni, sustav je stabilan, pa moZemo traZiti

frekvencijsku karakteristiku. Trazimo ju tako da uvrstimo s = jw:
1 1

Hjw) = = .
(o) (w)>+5jw+6 6—w?+ 5w
Amplitudno — frekvencijska karakteristika
[H() ] 1 =
w)|l = -| = =
6~ w?+50jl  [(6—wh)?+ 2507 Vw'+13w®+36

Fazno — frekvencijska karakteristika

) 5w
4H(jw) = —arctg (6 — a)z)'

Kada traZzimo odziv na pobudu, prvo moramo rijesiti homogeni sustav. Homogeno rjesenje je
yr(t) = Cre %t + Cre 3,

Zadana pobuda je u(t) = 5cost. Njezina frekvencija je w = 1. Amplituda signala na toj frekvenciji je

1 1 1
H j = = = .
1) Vi+13+36 50 5vV2

Faza je 4H(j) = —arctg (%) = —arctg(1) = —g_

Prisilni odziv

yp() =5 -%cos (t —%) = %cos(t —%)

Totalni odziv:

1 s
- — (o2t -3t _r
y(&) = yp(t) + yp(t) = Cre™* + Cre™>" + \/ECOS (t 4).



Konstante nalazimo iz po&etnih uvjeta: y(07) = y(0*) = 0,y'(07) = y'(0) = 1.
Totalni odziv u 0*: y(0%) = C; + C, + —cos (—E) =C+C+-=0
2y 1Tl TR P 1T l2T3 -
_— o, _ _ 1.
Derivacija totalnog odziva y'(t) = —2C;e %t — 3C,e ™3t — sin (t — g)

T

N . , 1. 1
Derivacija totalnog odzivau 0*: y'(0%) = —2¢; — 3C, — #sin (— Z) =-20,-3C+5=1

. ‘ .. . y 1
Iz ove dvije jednadZbe sa dvije nepoznanice nademo trazene konstante C; = —1, C, = >

Pa je totalno rjesenje

1 1 T
£) = —e~2t 4 =3t L £ =)
y(t) e +2e +\/§cos( 4)

Zat » 0 seistitraju vlastite frekvencije sustava i ostane samo prisilno rjesenje y(t) = %cos (t - %)
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2. Diskretan sustav zadan je jednadzbom diferencija:

ym) =2y(n —1) +y(n - 2) = u(n).

Naéi amplitudno-frekvencijsku i fazno-frekvencijsku karakteristiku sustava, te odziv na pobudu
u(n) = 5. Pocetni uvjeti su y(—2) = 0, y(—1) = 1. Komentirajte izgled odziva zan > 0.

Rjesenje:

Zadana je jednadzba diferencija y(n) — 2y(n — 1) + y(n — 2) = u(n).
Njezina prijenosna funkcija
Y(2) = 2z7Y(2) + z7%Y(2) = U(2)
(1-2z"14z"2)Y(2) =U(2)
Y(2) 1 z? z?
UG) 1-2z21422 272-2z2+41 (z-1)2
Polovi p;, =1, nule z;, = 0. Kako je amplituda polova jednaka 1, a oba pola su jednaka, sustav je

H(z) =

nestabilan, te nema frekvencijske karakteristike.

Kada traZimo odziv na pobudu, prvo moramo rijesiti homogeni sustav. Homogeno rjesenje je
yn(m) = (C; + Cen) - 1™

Zadana pobuda je u(n) =5=5-1" i jednake je frekvencije kao i homogeno rjesenje, pa je
pretpostavljeno partikularno rjeSenje: y,,(n) = Kn?1™,
Pomaknuta partikularna rjesenja:

yp(n—1) = K(n — 1)21",

yp(n—2) = K(n—2)*1"2
Uvrstavanjem u zadanu jednadzbu:

Kn?1" - 2K(n— 1?11+ K(n — 2)?1"2 =5-1",

nalazimo konstantu K = 2

Partikularno rjesenje je y,(n) = gnz 1",

Totalni odziv: y(n) = y,(n) + y,(n) = (C; + Cn) - 1™ + gnzln.

Konstante nalazimo iz pocetnih uvjeta: y(—=2) = 0,y(—1) =1 > y(0) = 7, y(1) = 18.

y(0)=C, =7,
5
C1 = 7, Cz = 85

Pa je totalno rjesenje
y(n) = (7 + 8.5n + 2.5n%)1™.

Zan > 0 amplituda teZi u beskonacno.



3. Kontinuirani sustav zadan je diferencijalnom jednadzbom:

y"'(®) +2y"(t) + 5y(8) = u(®).

Pronadite odziv sustava, ako je sustav pobuden s u(t) = sint, za t <0, te s u(t) = 2sin2t, za
t = 0. Komentirajte odziv sustava za t > 0.

RjeSenje:
Zadana je diferencijalna jednadzba y''(t) + 2y’ (t) + 5y(t) = u(t).
Njezina prijenosna funkcija
s2Y(s) + 2sY(s) + 5Y(s) = U(s)
(s2+2s+5)Y(s) = U(s)

Y(s) 1 1
H(s) = = = - -
U(s) s?2+2s+5 (s+1+2)(s+1-2))
Polovi s; = —1 —2j, s, = —1+ 2j. Kako su realni dijelovi oba pola negativni, sustav je stabilan, pa

mozemo traZiti frekvencijsku karakteristiku. Nju traZimo tako da uvrstimo s = jw:
1 1

H(jw) = = .
() (jw)?+2jw+5 5—-w?+j2w
Amplitudno — frekvencijska karakteristika
[H(je)| | = -
w = - = =
S5—w?tj2ol [(5- w22+ 4w? Vo —6w? +25

Fazno — frekvencijska karakteristika

) 2w
4H(jw) = —arctg(5 — wz)'

Kada traZzimo odziv na pobudu, prvo moramo rijesiti homogeni sustav. Homogeno rjesenje je
yr(t) = C1eC172DE 4 C,e(F1+20E,

Zadana pobuda je u(t) = sint za t < 0. Frekvencija pobude je w = 1. Amplituda signala na toj frekvenciji:

HO) = e = = 2 33
Vi—=6+25 V20 2v5 10
Faza je 4H(j) = —arctg (SZTl) = —arctg G) = —26.56°.

Prisilni odziv

V5
Yp1(t) = 1—Osin(t —26.56°),t <0.

Zat = 0 pobuda je u(t) = 2 sin 2t. Njezina frekvencija je w = 2. Amplituda signala na toj frekvenciji je:

1
|HG2)| = = =
U V28 —6-22+25 17

) = —arctg(4) = —75.96°.

Faza je 4H(j2) = —arctg (%
Prisilni odziv
1
t) = 2+-—=sin(2t — 75.96°),t = 0.
ypZ( ) m ( )



S obzirom da je sustav stabilan, a pobuda u(t) = sint pocela u t = —o, do trenutka t = 0 istitrao se
prirodni odziv, te je ostalo samo partikularno rjesenje, tj. prisilni odziv. Ovu ¢injenicu ¢emo iskoristiti kako
bismo nasli pocetne uvjete u 0™:

V5
Ypl(o_) = Esin(O‘ —26.56°) = -0.1
V5
Yp1(0) = Ecos(t —26.56°),t < 0.

P
Vp1(07) = ECOS(O — 26.56°) = 0.2.

Preratunavamo pocetne uvjete u 0*:
y(0*) =y(07) =-0.1,
y'(0%) =y'(07) =0.2,

Za t = 0 postoji i homogeno i partikularno rjeSenje, pa je totalno odziv:

. . 1
() = yp () + v, (t) = C,e172DE 4 C,e("1+2DE 4 2. —sin(2t — 75.96°).
y Yh Vp2 1 2 T

Konstante nalazimo iz upravo izracunatih pocetnih uvjeta.

Totalni odzivu 0%: y(0*) = C; + C, + 2 -\/%sin(—75.96°) =—0.1.

Derivacija totalnog odziva y'(t) = (—1 — 2j)C;e 172Dt 4 (=1 + 2j)C,e("1+2Dt 4 \/%cos(Zt — 75.96°).

4

Derivacija totalnog odziva u 0*: y'(0%) = (=1 — 2j)C; + (=1 + 2j)C, + Ny

cos(—75.96°) = 0.2.

Iz ove dvije jednadzZbe sa dvije nepoznanice nademo traZene konstante
C; = 0.185 + 0.084j, C; = 0.185 — 0.084.

Pa je totalno rjeSenje za t = 0 nakon kratkog sredivanja
2
(t) = (e‘t(0.37 cos 2t + 0.17 sin 2t) + —sin(2t — 75.96°)) t).
y V17 u(t)

Totalno rjesenje je:

—_—

V5
Esin(t —26.56°),t <0

9 .
e~ t(0.37 cos 2t + 0.17 sin 2t) + —sin(2t — 75.96°),t > 0
V17

y(t) =

Zat > 0 seistitraju vlastite frekvencije sustava i ostane samo prisilno rjesenje

1
t) = 2 - —=sin(2t — 75.96°).
y(®) New; ( )



4. Kontinuirani sustav zadan je diferencijalnom jednadzbom:
y' (&) + 3y(t) = u(®).
Ako je izlaz iz sustava u trenutku nula jednak nuli, y(0~) = 0, naéi odziv sustava na pobudu
u(t) = (sint + 2sin 2t + 3 sin 3t + 4 sin 4t)u(t).

Komentirajte izgled odzivaza t > 0.
UPUTA: Koristite frekvencijsku karakteristiku sustava.

Rjesenje:

Zadana je diferencijalna jednadzba y'(t) + 3y(t) = u(t).
Njezina prijenosna funkcija
sY(s) +3Y(s) = U(s)
(s+3)Y(s) =U(s)

H(s) = @ = ! :
U(is) s+3
Realni dio pola s; = —3 je negativan, pa je sustave stabilan, te moZzemo traziti frekvencijsku karakteristiku.
Nju traZimo tako da uvrstimo s = jw:
Ho) =777
Amplitudno — frekvencijska karakteristika
1 1

HG) = |

Fazno — frekvencijska karakteristika

jo+3l 7 V321 w? I+ w?
L )
4H(jw) = —arctg (E)

Kada trazimo odziv na pobudu, prvo moramo rijesiti homogeni sustav. Homogeno rjesenje je
yr(t) = Ce™,

Kako je sustav linearan vremenski stalan, pobudu moZemo rastaviti na Cetiri pobude, te gledati odziv na
svaki dio posebno.

Prvi dio pobude je u(t) = sint u(t). Njegova frekvencija je w = 1. Amplituda signala na toj frekvenciji je

|H(j)| = =, afazaje 4H(j) = —arctg( ) = —0.322. Prisilni odziv y,¢ (t) = sm(t —0.322).

Drugi dio pobudeje u(t) = 2sin 2t u(t). Njegova frekvencija je w = 2. Amplituda signala na toj frekvenciji
je|H(j)| = =, afazaje 4H(j) = —arctg( ) = —0.588. Prisilni odziv y,, (t) = sm(Zt — 0.588).

Tredi dio pobude je u(t) = 3 sin 3t u(t). Njegova frekvencija je w = 3. Amplituda signala na toj frekvenciji
ielHG)| = = —arctg(1) = —0.785. Prisilni odziv y,3(t) = sm(3t —0.785).

Cetvrti dio pobude je u(t) = 4sin4tu(t). Njegova frekvencija je w = 4. Amplituda signala na toj
frekvencijije |[H(j)| = g, a faza je 4H(j) = —arctg (g) = —0.927. Prisilni odziv y,,(t) = gsin(4t -0.927).



Totalni odziv:
Y(©) = yr(®) + yp1(8) + ¥p2(6) + ¥p3(6) + ypa(O)

1 2 3
=Ce 3t + \/?Osin(t —0.322) + \/T_gsin(Zt —0.588) + \/T_Ssin(St —0.785)

4
+ g sin(4t — 0.927).

Konstantu nalazimo iz poetnog uvjeta: y(0~) = y(0*) = 0.
Totalni odzivu 07:
0*)=C+ L i (—0.322) + 2 in(—0.588) + 5 in( 0785)+4 in(—0.927) = 0
= ——sin(-0. ——sin(—0. ——sin(—0. —=sin(—0. = 0.
g Ji0 Vi3 V18 5

Trazena konstanta iznosi C = 1.55.

Pa je totalno rjesenje

1 2 3
t) = (1.55e‘3t + ——sin(t — 0.322) + —ssin(2t — 0.588) + ——sin(3t — 0.785
y(t) Ve ( ) New ( ) NeEs ( )

4
+ gsm(4t - 0.927)) u(t).

Zat > 0 seistitraju vlastite frekvencije sustava i ostane samo prisilno rjesenje

1 2 3 4
y(t) = (— sin(t — 0.322) + —sin(2t — 0.588) + —sin(3t — 0.785) + gsin(4t — 0.927)>,u(t).
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5. Diskretan sustav zadan je jednadzbom diferencija:

y(n) + 0.5y(n — 1) = u(n).
Ako je pocetni uvjet y(—1) = 1, naci odziv sustava na pobudu

nmn 1
— 4=

u(n) = (cos( > 5) + 2 cosmn + 3 cos(1.5mn) + 4 cos(2nn))u(n).

Komentirajte izgled odzivaza n > 0.
Rjesenje:

Zadana je jednadzba diferencija y(n) + 0.5y(n — 1) = u(n).
Njezina prijenosna funkcija
Y(2) +0.5z71Y(2) = U(2)
(1+05z7Y)Y(2) =U(2)

Y(2) 1 z
H(Z) = = — = .
U(s) 1+4+05z71 z+0.5
Pol p; = —0.5, kako je apsolutna vrijednost pola manja od 1 sustav je stabilan.

Kada traZzimo odziv na pobudu, prvo moramo rijesiti homogeni sustav. Homogeno rjesenje je

yr(n) =C (_%)".

Frekvencijsku karakteristiku dobijemo uvritavanjem z = e/ u prijenosnu funkciju

He®)=— L = :
T 1405e72 14 0.5(cosQ—jsinQ)

Amplitudno — frekvencijska karakteristika

|H(ej9.)|=| 1 ' =| 1 |= 1

1+0.5e7/2] 11+ 0.5(cosQ—jsin| /(1 + 0.5 cos )% + (0.5 sin Q)2
_ 1
V125 +cosQ

Fazno — frekvencijska karakteristika

HOIQ) = " ( —0.5sin Q) )_ ) ( sin () )
#H(jQ1) = —arctg 1+ 0.5cos - arde 2+ cosQ/

Kako je sustav linearan vremenski stalan, pobudu moZemo rastaviti na Cetiri pobude, te gledati odziv na
svaki dio posebno.

i

E) u(n). Njegova frekvencija je Q = g Amplituda signala na toj

Prvi dio pobude je u;(n) = cos (nz—n+

e 2v5 . In sin> o '

frekvenciji je =—, a faza je 4H (e 2) = arctg( zE> — 0.46. Prisilni odziv
2

i 1
Hie? )|=——===
/1.25+cosg 2+cos

Yp1(n) = %gcos (nz—n + % + 0.46) un) = %gcos (nz—n + 1.09) umn).




Drugi dio pobude je u,(n) = 2cosmnu(n). Njegova frekvencija je Q = m. Amplituda signala na toj

frekvenciji je |H(e17r)| = \/ﬁ = 2, a faza je 4H(€jn) = arctg(

2 - 2 cos(mn) u(n) = 4 cos(mn) u(n).

sinm

) = 0. Prisilni odziv y,,(n) =

2+cosm

Tredi dio pobude je uz(n) = 3 cos(1.5mn) u(n). Njegova frekvencija je Q = 1.5m. Amplituda signala na toj

i 1 2v5 . i in1.5 T
frekvenciji je |1-1(e11-57f)| = e~ 5 0 faza je AH(e”'S”) = arctg (%) = —0.46. Prisilni

odziv y,3(n) =3 - %gcos(l.Snn —0.46) u(n) = %gcos(l.Snn — 0.46) u(n).

Cetvrti dio pobude je uz(n) = 4 cos(2mn) u(n). Njegova frekvencija je Q = 2. Amplituda signala na toj

frekvenciji je |H(e/?™)| =—— =2 3 faza je ZH(el?™) =arctg( )= 0. Prisilni odziv

V1.25+cos2m - 3’
2 8
Vpa(n) =4 - Ecos(Znn) uln) = gcos(Znn) un).

sin2m

2+cos2m

Totalni odziv:
y®m) = y(m) + yp1 () + yp2 () + yp3s(n) + ypa(n)

1\" 245 mn 6V5
=|C (— E) + Tcos (7 + 1.09) + 4 cos(mn) + ?cos(l.Snn —0.46)

+ §c05(2nn)> un).

Konstante nalazimo iz pocetnog uvjeta: y(—1) = 1.
y(0) = u(0) — 0.5y(—1) = 9.3,

y(0) = < C+ ﬁcos(l.%) + 4 cos(0) + @cos(—0.46) + gcos(0)> u(0)

5 5
=C+0414+4+ 2.4+ 2.66
¢ =—-0.18.
Pa je totalno rjesenje
" 2v5 mn 6v5
y(n) = < —-0.18 (—§> + Tcos (7 + 1.09) + 4 cos(mn) + Tcos(l.Snn —0.46)

+ gcos(Znn)> un).

Zan > 0 homogeno rjesenje se istitira i ostaje samo partikularno rjesenje.



