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Teme predavanja

e Fourierova transformacija: 4 varijante

e Matrica diskretne Fourierove transformacije
(DFT matrica)

e DFT filtarski slog
e Brza Fourierova transformacija (FFT)



1.) Fourierov integral (CTFT)
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| xt) e dt = X(w)

- - kompl eksna
©  signal har monijsla
funkcija

e X(&) - mjera slicnosti izmedu x(t) i e4,
odnosno mjera frekvencijskog sadrzaja x(t).

e Inverzna formula:

x(t):i X(w)e“dw



Fourierov integral, primjer 1
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Fourierov integral, primjer 2
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Parsevalov teorem

e Fourierova transformacija cuva energiju
sighala (Parsevalov teorem):




Fourierova transformacija

e Harmonijski signal: Fourierov integral
divergira.
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X (w) = [cosQtredt = n[o(e+Q) +d(a-Q)]



Fourierova transformacija

e Pravokutni ili neki drugi periodicki signal:
Fourierov integral divergira.
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[3(w+ (2n+1)Q) + d(w- (2n +1)Q)]



2.) Fourierov red (CTFES)

e Prikladniji za analizu periodickih signala
Xr(t +T) = X(t).

e Koeficijente Fourierovog reda racunamo
Integrirajuci samo po jednoj periodi T |1 to za
diskretne frekvencije (visekratnike od Q).

e Definicija:

w—-nNQ, Q=2nlT
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koeficijerti Fourierovgreda



Fourierov red
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e Periodicki signal mozemo potpuno
rekonstruirati iz koeficijenata reda.

e | ovdje je skup funkcija razlaganja
ortogonalan | vazi Parsevalov teorem:

—ﬂx dt—Z\X()\

Nn=—oo
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Fourierov red, primjer

e Pravokutni signal

I I I
----------------
SSSSSSS

()= % (CO o 4 COS0 COS;SQt +j _ % 3 cod2n +1)Qt

SR e



3.) Fourierova transformacija
vremenski diskretnih signala

e Definicija DTFT:

(00)

x(nje'" = Xle
>, )

e X(el¥) - spektar periodican s periodom 277.
e Inverzna transformacija:

x(n) :%fo(ej“’ )ej““da)
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Fourierova transformacija
vremenski diskretnih signala

e Diskretni signal

wwwwwwwwww
--------------------------

x(n) =...001,21,00,...
X (e ) =114 + 2@ +1[@14 =2+2c0s
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4.) Diskretna Fourierova
transformacija (DFT)

e Definicija:
N-1 L
Zx(n)e N = X(k)
n=0

e X(n) 1 X(K) - periodicni s periodom N .

e Inverzna transformacija:
N -1 .27Tnk
N

x(n):%ZX(k)e

e Napomena: DTFS | DFT se razlikuju samo konstantom 1/N (i
Interpretacijom), a mi smo odabrali DFT. Neki autori oba izraza
normiraju sa 1/VN, a rezultat takoder oznacavaju kao DFT.



DFT, primjer 1

e Diskretni signal | transformacija

X(n)
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X(k)=1[e * ~ +2[@1® +1[& 1 :2+2cosl—6k.
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Cetiri oblika Fourierove transformacije

periodiki signal

aperiodéki signal

Fourierov red (CTFS)

Fourierov integral (CTFT)

diskretni spektar
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DFT, I periodi ¢ko prosirenje
sighala

e DFT, preslikava niz od N brojeva na niz od N

(kompleksnih) brojeva.

zrazi za DFT, i DFT ™ ne sadrze integrale:
ako se realiziraju na racunalu.

Dobivamo spektra diskretnog signala.

e To je ustvari spektar

, periode N.
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DFT, I periodi cko prosirenje
sighala
x(n) =...0012100.... X (€)= 2+2cosw,
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DFT,, primjer 2

e Neka je N=4:  xn]={X0] «1], x[2], x[3]},

N-1 —J—”nk
X[k]=Y x[n]e "™
n=0
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DFT,, matri ¢ni prikaz

e Prethodne 4 jednadzbe se mogu matricho
zapisati:

Xo UL, L, Lol

x| _|LeE e e
= _Am _.8m _12m
X[2]] |1 e* e* e * |2

X[3] |1 &'7 &TF o'a | X3

e Linearni operator koji definira DFT
preslikavanje x —> X je N x N matrica.

20



DFT,, matri ¢ni prikaz

e U naSem primjeru, to je matrica W,:

11 1 1
1 -j -1 ]
w, =t 7] j
1 -1 1 -1
10 -1 -

e Opcenito:
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Inverzna DFT,, matri ¢ni prikaz
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DFT: broj operacija

- X0 11 1 - 1 I x()
X (1) 1 wE Wiy x(1)

X(N-D) | 1w w NN N )

e Direktna implementacija DFT,, za signal
od N uzoraka zahtijeva:

N X N kompleksnih mnozenja
N X (N-1) kompleksnih zbrajanja
e Broj operacija raste s kvadratom duzine signala.



DFT,: blok po blok

e Signal beskonacne duzine podijelimo u
blokove duzine N.

e Na svakom bloku zasebno racunamo DFT

] e W I -
| | | | | |
- KXoy Xn Kosg =

e Rezultat ima frekvencijsku, ali | viemensku
dimenziju: imamo po N uzoraka DFT spektra
svakinh N uzoraka vremena. 5



DFT,: korak po korak

e Signal beskonacne duzine mnozimo s
pomicnim vremenskim otvorom duzine N, na
kojem racunamo DFT,:

e Otvor pomicemo korak po korak: imamo po N
uzoraka DFT spektra za svaki uzorak
vremena. *




DFT matrica e
- X | 1 1 .. 1 | x@©) |
X (1) 1 w2 . N x(1)

X(N=2) | (1wt w NN N -1y

e Svaki redak matrice moze se interpretirati
Kao FIR filtar duzine N sa kompleksnim
Koeficljentima.

o Kk-tI filtar:
X Xk

H, (2) =L+ 20"+ W2 4+ 2V gl
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DFT filtarski slog

’ Ho(2) o
‘[ H1(2) X
|— Hn-1(2) 2o

e Svaki filtar daje po jedan DFT koeficijent u
svakom trenutku vremena.

e Sve filtre skupimo u filtarski slog. Dobili smo
realizaciju DFT, na pomichom otvoru: korak
po korak DFT\,. !




DFT,
filtarski slog s decimacijom

e Ukoliko zadrzimo samo svaki N-ti uzorak
rezultata | odbacimo sve ostale, dobili smo
realizaciju DFT,, blok po blok:

) HOZ
|_ Hno1(2) _®\|_XN-1

e Odbacivanje uzoraka (signala, spektra, ...) se
naziva decimacija (odgovarajuci simbol na slict).




Inverzna DFT

e |1z n DFT koeficijenata X,, ..., X\_; otprije
znamo rekonstruirati n uzoraka sighala x:

~ x(0) | 1 1 1 - X(0)
x@ | 1]1 w® oo w X (1)

C N : :
X(N-D) | |1 wg o w NN (N —2)

e Doprinos koeficijenta X, svakom pojedinom
uzorku x(n) mozemo ocitati iz pripadnog
k—tog stupca matrice DFT ™. .



Inverzna DFT

e To mozemo predstaviti slogom filtara na
sljedeci nacin.

e Od svakog uzorka X, konstruiramo signal
trajanja N dodavanjem nula (pretvorimo ga u
Impuls), te ga propustimo kroz FIR filtar Ciji su
koeficijenti upravo k-ti stupac matrice DFT™:

{X,,0,0,--,0}

Xy

F.(2) :%(1+ ZW L+ z"\'”W,\]k[GN‘l))

e Blok od N uzoraka signala x rekonstruiramo
zbrajanjem svih doprinosa x,. *



Inverzna DFT slogom filtara

o @N Fo(2) J—X
X @N F1(2) !
XN-J_ @N FN-l(Z) J

e Umetanje nula izmedu uzoraka (spektra,
signala, ...) nazivamo ekspanzijom I

oznacavamo na slici odgovaraju¢im
simbolom.
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DFT filtarski slog s
maksimalnom decimacijom

N .
i FOZ - R J—Xf -
H1(2) —®N_X1 _®N7 Fi(2) |

Hn-1(2) -CD\I—XN'l TN Fn-1(2)

e Ovakav decimirani filtarski slog odgovara
blok po blok izracunavanju DFT,.

e Uzorci DFT spektra izraCcunati su za svakih
N uzoraka vremena. .




DFT,, nedecimirani filtarski
slog

X Ho) o — Fo() .= NX
Hi(2) F.(2) :1

HN_l(Z) DA\Ep— FN_]_(Z) J

e Odgovara racunanju DFTy pomicnim otvorom.
e Uzorci DFT) spektra izraCunavaju se u svakom koraku.

e Rezultat je redundantan. Svaki uzorak rekonstruiranog
signala pribrojen je N puta, pa je rezultat N puta uvecan.
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DFT\

filtarski slog s decimacijom

X

_._

Ho(2)

X, N/2
CKI/Z C

Fo(2)

Hi(2)

N/2
O -0

F1(2)

HN_l(Z)

: /)Z(N_1_®N/2

e Ovakav decimirani filtarski slog odgovara
blok po blok izracunavanju DFT,, uz

FN_l(Z)

(polovicno) preklapanje blokova.

e Uzorci DFT spektra izraCcunati su za svakih
N/2 uzoraka vremena.
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Utjecal vremenskog otvora na
spektar signala

e Pitanje je u kojoj mjeri spektar vremenskim
otvorom odrezanog signala odgovara spektru
originalnog signala?

e X, Se moze prikazati kao produkt originalnog

signala x I pravokutnog otvora konacnog
trajanja, na nekoj lokaciji n:

Xy (k) = x(k) [ W(k - n)

1, —-N/2<ks<N/2
k)=
wdk) {O, Inace
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Utjecal vremenskog otvora

e Mnozenje u vremenskoj domeni u odgovara
konvolucliji u frekvencijskoj domeni.

Xy = X LW,
Xw,n(ejw) = %T TX(e"“’)NV(e"(W)) SUCRY

e Da bismo vidjeli kakav je utjecaj vremenskog
otvora, trebat ce nam spektar W(€4) .

e Fourierova transformacija vremenski
diskretnog signala w(k).



Spektar pravokutnog
vremenskog otvora

N /2 » N —ju.(k’ %j N N »
0] = I = k' = —| = = 2 J
w(e) pIr: k'=k+ de e 2)e
k=-N/2 k'=0 k=0
N+1 . N+1 N+1
Y e e
€ € —€
ejw% 1-¢ jelN+) jo))
— :e
1-¢e'% @ e e
e 2 e 2 —-e 2
- +1 . 7
i ZJSW‘(&J 5 ) sin(N +1)E
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Spektar pravokutnog
vremenskog otvora

Fourierova transformacija vremenskog otvora w(k) je

W)= sin a(N +1)/2
. sina/2
$ V()|
£ 9
N=8
2T | I\ 3n IlT 2=7T )

N+l N +1



Utjecaj vremenskog otvora na
amplitudu spektra

I M(e9)]
19
N=8
A : - Xo€)]
_ T 21T W A
/] [
* . \/\/ \/\/.\/\/ | \/v)
T 21T )
b IX(e9)

Veci N dat ce bolju
aproksimaciju spektra, ali...

—
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Gibbsov fenomen...
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e Za velike N-ove valovitost u blizini brida spektra
originalnog signala ne opada, vecC ostaje
konstantna (Gibbsov fenomen)!

e Stoga se osim pravokutnog koriste | drugi
vremenski otvori (o tome kasnije).



Utjeca] diskretizaclje spektra

e Racunavsi DFT na svakom pomaknutom
otvoru (blok po blok, korak po korak, ...) mi

sSmo izracunall spektra na diskretnim
frekvencijama.
e Diskretni spektri odgovaraju spektrima
signala.

e PeriodiCko prosSirenje je na svakoj poziciji
otvora drugacije.

e Utjecaj periodiCkog prosSirenja se moze
umanijiti pogodnim izborom vremenskog
otvora (o tome kasnije...). “



Spektar snage | spektrogram

e Spektar snage:

. 2 . . .
‘Xw,n (ejw)‘ = XW,n(er)D<W,n(er)
e Spektar snage signala je realan, nenegativan,
za realne signale paran.

e Racunamo li spektar blok po blok, ili korak po
korak koristenjem vremenskog otvora,
dobivamo procjenu spektra snage signala s
dimenzijom vremena: spektrogram.

e DFT spektrogram: ‘Xw,n(k)‘z
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Spektrogram, primjer

e ZVUK gitare
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Brza DFT ,,

e Broj operacija potrebnih za direktnu
implementaciju DFT je reda veliine N?
kompleksnih operacija - oznaka O(N2).

e Algoritmi Cija racunska slozenost raste s
kvadratom duljine signala nisu najpogodniji za
realizaciju.

e Pitanje: mozemo li DFT, izraCcunati s manjim
brojem racunskih operacija?
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Brza Fourierova transformacija

= FFT postupci se temelje na razlaganju N
uzoraka niza u viSe grupa uzoraka, a koristi se
periodi¢nost i simetrija €x.

= Sumu za X(n) razlozimo u dvije, po parnim |
neparnim uzorcima:

N /2-1 _2m2r NJ2-1 -2mm(2r +1)

XM=Y x@)e N+ x@2r+de N =

r=0

N/2-1 _jﬂ _j2_7mN/2—1 _jm
=Y x@2r)e V2+e N Y x(2r+De N
r=0 . 27m r=0

X(r;) :G(n)+e_JTH(n) WS =W,
G(n), H(n) su DFT,,, od N/2 parnih i neparnih uzoraka.



Blok dijagram za N = 8

f(0) ——
f(2)

f(4) —

f(6) ——

DFT
N/2

G(0)

0 F(0)
G(L) N\ ;f -

o NN/ X,

f(1) ——
f(3) ——
f(5) —

DFT
N/2

AN G

F(4)

F(5)

F(6)

f(7) —

F(7)
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Brza Fourierova transformacija
= Dvije transformacije po N/2 uzoraka traze
2(N/2)?, odnosno N?4/2 operacija.

= Trebat ¢e nam joS N zbrajanja | mnozenja za
ukupan rezultat, ali usteda je veca!

= Ako je N/21 dalje paran broj mozemo i DFT,,
odrediti s nove dvije DFT,,, s N/4 uzoraka:

f(0) — DET Q 0 G(0)
f(4)—  N/4 x ﬁ G(1)
Q) — pET G(2)
f(6) —L_N/4 < G(3) 47




DFT leptir

= Na kraju dolazimo na DFT, od dva uzorka:

f(0) o O

f(4) —o

= Ova struktura se naziva DFT leptir.
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Blok dijagram FFT za N = 8
Mepr= NIogZN =8*3=24, rerT: N? = 64
f(0)e< # F(0)

f(4) . F)
f(z)fi><»<§\\// e
© >@<>@’F<3>
f(1)e< e F(4)
f(5)»)§/:>< w A,
f(3) e F(6)

f(7) A F(7)




Brza Fourierova transformacija

U opcem slucaju s N = 249 za svodenje na DFT
od svega dva uzorka trebat ¢e za postupak
provesti za ukupno g-stupnjeva.

Kako u svakom stupnju imamo N mnozenja
ukupan broj mnozenja miznosi

To je |
Npr. N=1024, m-+= Nlog,N = 102410 = 10240,
My = N? = 1048576.

Ukoliko N nije potencija broja 2, signal se moze
nadopuniti nulama. B



Odradili smo teme:

e Fourierova transformacija: 4 varijante

e Matrica diskretne Fourierove transformacije
(DFT matrica)

e DFT filtarski slog
e Brza Fourierova transformacija (FFT)
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