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1 FUNKCLJE VISE VARIJABLI

1 Funkcije viSe varijabli

1. Odrediti i skicirati podrucje definicije (domenu) slijedeé¢ih funkcija:
a) f(z,y)=vV1—a2+1—2
b) f<x7y):\/1—$2—y2\/4_x2_y2

) flz.y)=/(1—22—y?)(4—22—?)
d) f(z,y)=vy>—2?-1

e) flz,y)=+vr—y+Vy>—1

f) flz,y) = Va2y + 4oy + o3

g) f(z,y)=In(a? + y* + 4z + 5)

h) f(z,y) =In(zln(y —z))

2. Skicirati slijedec¢e plohe u prostoru:
a) y=2—V4—22-2?2

b) z=y2—y
c) x=v2y—y’

d) z=2— /a2 +4y?

e) y=4—vr2+22+10
f) 22 +y*>—22=2y

g) z=a"+y’ +4y+5
h) z2=¢y>—2?—2y+2z
i) z=e "V

3. Nadi jednadzbu plohe koja nastaje vrtnjom krivulje

a) z=+/y'+1 oko osi “27;

b) 2z = cos*(2y) oko osi “27;

c) z=19y%+1 oko osi “z”;
d) z=1Iny, y <2 oko pravca y = 2.

4. Nadi jednadzbu rotacijske stozaste plohe prema slici:

a) b)

“ (1,0,3) + 2

(3,3,3)
(1,3,2)
(3,2,1)
/o i ; y /o y
X X
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5. Nadi jednadzbu stozaste plohe prema slici:

2 Diferencijalni racun funkcija viSe varijabli

1. Zadane su funkcije f(z) = (vVz)", g(z) = (Inz)*, h(z) = 2V*°. Koristedi pravilo
za deriviranje slozene funkcije izracunati prve i druge derivacije tih funkcija.

2. Zadana je funkcija f(z,y) = (2% + 3*)*. Koriste¢i pravilo za deriviranje slozene
funkcije izrac¢unati parcijalne derivacije prvog i drugog reda funkcije f.

3. Zadane su funkcije:
— o tay+y?.
a) z =" Y

b) 2= 7%/%

Naci dz.
4. Zadana je funkcija z = arctg ( ) i tocka T'(2,1). Naci (dz)7 i (d%2)r.

z
Y

5. Zadana je funkcija u = 223 — 32y + 2zy? — y® + 2% i tocka T(0,1,2). Naéi (du)r i
(d2U)T.

6. Nadi 9 ako je u = f(z,y,2), gdje je y = g(x), z = p(z,y).
7. Pokazati da funkcija z = yo(2? — y?) zadovoljava jednadzbu

Lo: | 10:
r0r  yOy y

z
—-

8. Pokazati da funkcija z = x f (%) +g (%) zadovoljava jednadzbu

0%z 0%z 0%z
2Y ~ 2 27 ~ — 0
¥ a2 * xyaxﬁy +y 0y?
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9. Dokazati da jednadzba
v 0% v

02 "o~ 2ot

zamjenom v = ue' prelazi u

Pu  Pu
ot?  0x?
10. Dokazati da izraz
5, 0%u Lo 0*u N , 0%
w=x"— + 2 —
0x? y&c@y 4 0y?
zamjenom x = 7 cos @, y = rsin ¢ prelazi u
92
w=r2"

or?’

11. Transformirati na nove nezavisne varijable u i v jednadzbu

9z _ 0z _,
Yor xay_’

ako je u =z, v = 22 + 9%
12. Transformirati na nove nezavisne varijable u i v jednadzbu

2 2
, 0%z ,0%%

Yo Vaer =0

akojeu:xy,vzf.
13. Funkcija z = z(z,y) zadana je implicitno jednadzbom
23+ 23 + 2% — 3ayz — 3y +7=0.
Naéi d?z u tocki T'(1,0, —2).
14. Funkcije u = u(x,y) i v = v(x,y) zadane su implicitno jednadzbama

xe" T 4 2uu = 1,
u

14w

Znajudi da je u(1,2) = v(1,2) =0, naci (du)a,2) i (dv)a,2).

u—v

ye = 2.

15. Funkcija z = z(x,y) zadana je parametarski jednadzbama

r = u-+wv,
Inu + 2v,

Z = uv.
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Naéi dz i d?z u tocki za kojujeu =11iv = 2.

16. Naci jednadzbu tangencijalne ravnine i normale na plohu:
a) z= (2?4 y*)? utocki T(2,1, z7);

b) 2?4 3y? 4 42% = 12 u tocki T'(v/2,v/2,1);

c)

r = ue
= 2u+v
Z = uv

u tocki T'(u = 1,v = 0).
17. Pod kojim kutom se sijeku plohe 22 +y? = 1 i 2%+y*+2? = 22 u tocki M (%, @, O)?

18. U kojim tockama elipsoida

2\ 2 2 2\ 2
@)+ () +C) =
a b c
normala na elipsoid tvori jednake kutove s koordinatnim osima?

19. Nadi jednadzbe tangencijalnih ravnina na plohu z? + zy + y? + 2% = 1 koje sadrze
tocke (0,0,2) 1 (1,1,2).

20. Tangencijalna ravnina na plohu 2% — % — 22 + 22 = 0 odsijeca na pozitivnoj osi
ordinata odsjecak duljine 2, a na negativnoj osi aplikata odsjecak duljine 3. Kolika je
duljina odsjecka te tangencijalne ravnine na osi apscisa?

21. Nadi sve tocke na plohi z = zyIn(2? + 2y + »?) u kojima je normala na tu plohu

[P

paralelna osi “z

22. Dokazati da tangencijalne ravnine plohe /z + ,/y + /2 = a odsijecaju na koordi-
natnim osima odsjecke ¢iji je zbroj duljina konstantan. Koliko on iznosi?

23. Dokazati da normala u proizvoljnoj tocki rotacijske plohe z = f(\/2? + y?) sijece os
rotacije.

24. Prikazati f(x,y) = —2® + 22y + 3y* — 62 — 2y — 4 kao polinom po potencijama
binoma (z 4+ 2) i (y — 1).

25.  Nadi tre¢i Taylorov polinom u razvoju funkcije f(z,y) = e®siny u okolini tocke
7(0,0).

26. Naci drugi Taylorov polinom u razvoju funkcije
a) f(x,y) =y" u okolini tocke T'(1,1);
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b) f(x,y,z) = zarctg (i) u okolini tocke T'(1, —1,1);

c) z = z(z,y) zadane implicitno jednadzbom xz + y + 2* = 2 u okolini tocke T(0,1,1);
d) z = z(z,y) zadane implicitno jednadzbom z?yz* = 2 u okolini tocke T'(1,2,1);

e) z = z(z,y) zadane parametarskim jednadzbama

r = u-+v
= e"4wv
z = v

u okolini tocke T'(u = 1,v = 0).

27. Nadi i ispitati lokalne ekstreme funkcije:
a) f(x,y):4xy+%+%

b) flz,y)=22"+y* +62%y — 2y

c) f(x,y):3ln(%)+21ny+ln(12—x—y)
d) flz,y)=e"V(2® - 2%

e) f(x,y,z)z%—i—%%—%-l-%

28. Nadi i ispitati lokalne ekstreme funkcije

a) f(z,y) =z +2y uzuvjet x>+ y*=75;

b) f(x,y) =3z —xy uz uviet z?+ (y —3)* =1;

c) flz,y) =23+ 3y® uz uvjet 2% —y*=2;

d) f(r,y,2) =2 —2y+2z uz uvjet 22 +y*+ 22 =1;

e) f(z,y,2) =%+ y*+ 2% uz uvjet z—z—l—z—;—l—i—j:l, a>b>c>0;
f) flz,y,2) =22 +9*+ 22+ 20y + 2yz + 2 uz uvjet =+ 2y + 3z = 1;
g) f(z,y,z) =xyz uz uvjete x+y+z2=>5 1 axy+yz+ zx =38.

29. Od svih pravokutnih paralelepipeda zadanog volumena V naéi onaj kojemu je
oplosje najmanje.

30. Nadi trokut zadanog opsega koji pri rotaciji oko jedne svoje stranice tvori tijelo
najve¢eg volumena.

31. Zadan je tetraedar OABC' s vrhovima O(0,0,0), A(a,0,0), B(0,b,0) i C(0,0,c¢).
U taj tetraedar upisan je kvadar maksimalnog volumena (jedan vrh je u tocki O(0, 0,0)).
Koliko iznosi taj volumen?

32. Zadane su tocke A(0,0,1) i B(0,0,2). Nadi sve tocke C' u ravnini XOY za koje je
/AC'B maksimalan.

[{Pe)]

33. U lik omeden parabolom y = 4 — 2% i osi “z” upisati lik kao na slici tako da mu
povrsina bude maksimalna. Koliko iznosi ta povrsina?
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34. U tijelo omedeno plohama z = 22 + 4y> i z = 1 upisan je kvadar ¢ije su
plohe paralelne koordinatnim ravninama i ¢iji je volumen maksimalan. Koliko iznosi taj
volumen?

35. U tijelo omedeno plohama y =1 — 22 2z =19 i 2z = 0 upisan je kvadar ¢ije su
plohe paralelne koordinatnim ravninama i ¢iji je volumen maksimalan. Koliko iznosi taj
volumen?

36. U elipsoid 22 + yff + % = 1 upisan je tetraedar s vrhovima A(1,0,0), B(0,—2,0),
C(0,0,3), dok ¢etvrti vrh D treba odabrati tako da volumen tetraedra bude maksimalan.
Koliko iznosi taj volumen?

37. Naci tocku na plohi z = xy — 1 najblizu ishodistu.

38. Odrediti poluosi elipse 52 + 8zy + 5y? = 9.

3 Dvostruki integrali

1. Izracunati slijedeée dvostruke integrale, pri ¢emu je podrucje integracije (P) zadano
slikom:

a) // (z* + 2%y + y*) dx dy; b) // z3ye™ dx dy.
(P) (P)
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2. Promijeniti poredak integracije u integralu

a)

1 9—x?
/dw / f(z,y)dy;
—1 3—x2

b)
/dy/yf(x,y) dx.

1 Iny

3. Promjenom poretka integracije izracunati integral

a)
1 1
/x5 dx/ey2 dy;
0

22
b)
2

/xdm/\/xQ—dey.
1

1

4. Neka je (P) cetverokut s vrhovima A(2,0), B(0,1), C(—2,0) i D(0,1). Postaviti
granice integracije u integralu [f pf (x,y) dz dy, te izracunati integral za

a) flwy)= e

b) flz,y) =2+y?%

c) f(zy

d) f(iL‘7 Z/) =Y.

5. Neka je (P) lik omeden krivuljama y = 22 i y = 1.
a) Izracunati povrsinu lika (P).
b) Izracunati [f p(z + 1)y* dz dy.

6. Izracunati povrsinu lika omedenog krivuljama y = %2 iy = m;i ;- Nacrtati sliku!

7. Izracunati ff(P)e*"““'*‘y' dx dy, pri cemu je P = {(z,y) € R*: y > |z| — 1}.

8. Izracunati volumen tijela omedenog plohama z? + 4% =1 i 22 + 22 = 1. Nacrtati
sliku!

9. Izracunati volumen tijela odredenog nejednadzbama y > 22, 2 < 1, 2 < 4 — 2y i
z > 0. Nacrtati sliku!

10. Izracunati [f p In(z? + y?) dw dy, pri cemu je (P) kruzni vijenac ¢ < z? + 3% < e’.
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11.  Izracunati [f p)v/1 — 2% —y*dx dy, pri cemu je (P) kruzni isjecak odreden nejed-
nadzbama 22 + 132 < 1,y >z, y < 3z, y > 0.

12. Izracunati povrsinu lika odredenog nejednadzbama

a) r <2cosy;

b) r <|sin(2¢)| i r* < 2cos(20);

c) (#2+y*)?<8x® i 22 +¢y*< 1.

13. Izracunati povrsinu lika omedenog krivuljom

2 2\ 2
(My) _ s,

14. Izracunati
/ / dx dy
Vit y?
pri éemu je (P) lik odreden nejednadzbama (2 + ¢?)? < /323 1 (22 4+ 32)? < 9y°.

15. Prijelazom na polarne koordinate izrac¢unati

a)
V3 2+4+v4—a?
dy
Jar |
A Tk

b)
@ Nie
o[ A
0 1-v1—2?

N

4—x

1
/dx/ 2y
/ /(22?2

16. Izracunati povrsinu lika odredenog nejednadzbama 1 < 3(z —2)? + (y —3)> <3 i

E<y-3<a-2

N\U‘

17. Prijelazom na poopcéene polarne koordinate izracunati

1—
d
w [
%

(%)

A%

(ST

0\&
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18.  Izracunati [f p)(z 4+ y)*(z — y)* dz dy, pri cemu je (P) kvadrat omeden pravcima
r+y=1lLzrz4+y=3, z—y=—-11zxz—-—y=1
Naputak: Uvesti nove varijable u =z 4+ vy, v =2 — y.

19.  Tzracunati [[ p)(2® 4+ y*)dxdy, pri cemu je (P) lik u prvom kvadrantu omeden

krivuljama 22 —¢y? =1, 22 —y? =4, 2y =1 i a2y = 3.
Naputak: Uvesti nove varijable u = 2% — 42, v = xy.

//e’(””)Q"O’Z/2 dx dy.
00

Naputak: Uvesti nove varijable u = x+vy, v = y, te potom prije¢i na polarne koordinate.

20. Izracunati

21. Izracunati
//e’(“”by)z dr dy, a,b>0.
Naputak: Uvesti nove varijable u = ax + by, v = £.

22. Izracunati masu kruzne ploce polumjera R, ako je njena gustoca proporcionalna
udaljenosti tocke do sredista, a na rubu ploce jednaka je 4.

23. Nadi koordinate tezista homogenog lika omedenog

a) krivuljom r = a(1 + cos p);

b) krivuljama y?> =4z +4 i y* = -2z + 4.

24. Izracunati moment tromosti homogenog kruznog vijenca s polumjerima Ry, Rs
(Rl < Rg)

a) s obzirom na promjer prstena;
b) s obzirom na srediste prstena.

4 Trostruki integrali

/// eV dr dydz,
V)

pri ¢emu je (V') tetraedar s vrhovima A(0,0,0), B(1,0,2), C(0,1,2), D(0,0,2).

drdyd
Tires

pri ¢emu je (V) tetraedar s vrhovima A(0,0,0), B(1,0,0), C(0,2,0), D(0,0,4).

1. Izracunati

2. Izracunati
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3. Postaviti granice integracije u integralu

// f(z,y,2)drdydz,
V)

ako je (V') piramida s vrhovima

a) A(0,0,0), B(2,0,0), C(0,3,0), D(0,0,6);

b) A(0,0,1), B(3,0,1), C(2,2,1), D(0,3,1), E(0,0,2):
) A(0,0,0), B(2,0,0), C(0,2,0), D(2,2,0), E(1,1,1);
d) A(1,1,0), B(0,0,2), C(2,0,2), D(0,2,2), E(2,2,2)

4. (V) je tijelo odredeno nejednadzbama y > 2%, 2 <3 —y, z>y.

a) Izracunati
Jff-o
V)

b) Izracunati volumen tijela (V).
5. Izracunati

/(V/)/zdv,

pri cemu je (V) tijelo omedeno plohama
a) z=5—a*—y* i z=1;
b) z=¢e"t i 2 =2

6. Izracunati volumen tijela omedenog plohama z = /22 + 42 +7 i 2z =4.

[
V)

pri cemu je (V) dio tijela omedenog plohama z = 4 — 322 — y* 1 z = 1 koji se nalazi u
prvom oktantu, izmedu ravnina y =z i y = /3.

e
V)

pri cemu je (V) tijelo omedeno plohama z = 2% + (y — 1) i 2z =4.

7. Izracunati

8. Izracunati

9. Izracunati volumen tijela omedenog plohama z =1 —22 —y? i y+ 2z = 1.

10. Izracunati volumen tijela odredenog nejednadzbama 22 +3% < 1,2 >0 i 2z < 2y+1.

%

11. Izracunati
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pri cemu je (V) tijelo odredeno nejednadzbama z > 22 +3y% 2 <2 i x> 1.

Jf

V)
pri ¢emu je (V) tijelo omedeno plohama z =3 — y? + 22, 2 =1 i = =2.

12. Izracunati

13. Izracunati volumen tijela omedenog plohama z = %(232 +9y?) i z=4— V2 + 2

[[[avis v
(V)

pri cemu je (V) tijelo odredeno nejednadzbom 2 + y? + 22 < z.

14. Izracunati

15. Prijelazom na sferne koordinate izracunati
][ @2+t ay,
V)

pri éemu je (V) tijelo odredeno nejednadzbama z? + y? + 22 > 2z, 2?2 + 9>+ 22 <2z i
z > 4/3(x% 4+ y?).

16. U integralu

V3 342 \/ 4—x2—y2

/d:c / dy / flz,y,2)dz

-3 —/3=22 1
izvrsiti prijelaz na 1) cilindri¢ne koordinate; 2) sferne koordinate, te izracunati integral
ako je
a) f(z,y,2) = 2%
b) f(z,y,2) = (22 +¢* + 2272,

17. Izracunati
[f] =
V)
pri cemu je (V) tijelo odredeno nejednadzbom (x — 1)% 4+ 4(y + 1) + (2 — 5)? < 4.

18. Izracunati moment tromosti homogenog ! pravokutnog paralelepipeda sa stranicama
duljina a, b i ¢ s obzirom na

a) jedan vrh;

b) stranicu duljine a.

Y(x,y,2)=1
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19. Nadi teziste homogenog tijela odredenog nejednadzbama
a) 2+’ +22<22 i a?+y? < 2%
b) y?+422 <d4dzx i <2

20. Nadi teziste kocke 0 < x,y, z < a, ako je y(z,y,2) =+ y + 2.

5 Vektorska analiza

1. Zadano je skalarno polje f(z,y, z) = 3a2y +y?23, te vektor § = 7'+ J+ 2k. Izracunati:

a) aradfi  b) O o) Af

2. Zadano je vektorsko polje #(z,y,z) = 22T+ y27+ xyzk, te vektor § = 7+ J+ 2k.
Izracunati: .
ov

a) div; b) rot v} c) 55
5

d) A7,

Neka je @ konstantan vektor, 7 radijvektor tocke u prostoru, te r njegov modul.

—\

3. Zadano je vektorsko polje v = grad[(@ - 7)r?]. Izracunati %.

4. Zadano je vektorsko polje 7 = V(r? + 3r?), te vektor §= 27+ 7'— 2k. Izracunati

<1}/U>
T(O,I,O)
ov

5. Zadano je skalarno polje v = A(r® + 3r), te vektor §= 27+ 7'— 2k. Izracunati 5%
— X —
div (a_) f) )
a-r

8. Izracunati V{V/[(7- a) (@ x (7 x @))]}.

6. Izracunati

7. Izracunati V[f(r)r x (a x 7).

9. Izracunati rot{rot|(a - 7)(d@ x )]}

10. Izracunati

11. Izracunati A[r" x (@ x r)].
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12. Zadano je vektorsko polje ¥ = grad(r? Inr). Izracunati

(57)
GE T(+/3,0,1)

13. Izracunati A[(@ x 7)r?].

14. Zadano je vektorsko polje o = V(r® + 3r), te vektor §=7— 7+ k. Izracunati

()
o5 T(1,2,2)

15. Izracunati A[(@ - 7)7].

16. Zadano je vektorsko polje ¥ = rot[(@ x 7) - r?]. Izracunati 92.
17. Izracunati V{V|[f(r)7 x (@ x 7)]}.
18. Izracunati A{[(a@ - 7) + 7?|F}.

19. Izracunati rot[rot(r?a@)].

6 Krivuljni i plosni integrali

/xy ds,

r

1. Izracunati

pri ¢emu je I' dio presjecnice ploha 2% +y?> =4 i z = y koji se nalazi u prvom oktantu
(x,y,z > 0). Nacrtati sliku!

2. Izra¢unati duljinu krivulje C, zadane kao dio presje¢nice ploha y = 2% i y+ 2z =3
koji se nalazi u prvom oktantu. Nacrtati sliku!

3. Izracunati

/xde—l—dey—i-zzdz
$2+y2_|_z2+4

)
AB

pri cemu je AB usmjerena duzina od A(0,1,1) do B(1,2,3).

/xds,

r

4. Izracunati
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pri éemu je I' dio presjeénice ploha y = 22 i y + z = 3 koji se nalazi u prvom oktantu.

5. Izracunati
/ yzdr + (v + 2)dy + zy dz,
AC
pri ¢emu je AB dio krivulje
3y’ + 22 =4
x=0"

dok je BC usmjerena duzina (vidi sliku!).

A(0,1,-1)

6. Izracunati
/ xrds,
r

pri ¢emu je I' dio krivulje (22 +y*)? = 22 — y? koji se nalazi u prvom kvadrantu. Nacrtati
krivulju I'!
Naputak: Prije¢i na polarne koordinate.

7. Neka je a konstantan vektor, te 7 radijvektor tocke u prostoru. Ispitati je li krivuljni
integral

/ rot[(@ - 7)(@ x 7)) - d5,

C

pri cemu je dS = dx 7+ dy 7+ dz l;, neovisan o putu integracije.

8. Izracunati

//S(x—l—y—l—z)dS,

pri ¢emu je S dio plohe 22 + 3% = 1 koji se nalazi izmedu ravnina z = 01 z = 2.

//Sz2 ds,

9. Izracunati
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pri cemu je S sfera 22 + y* + (2 — 2)? = 1.

10. Izracunati povrsinu dijela plohe 2 +y* = 1 za koji je 2 > 01 2z < y. Nacrtati sliku!

11. Izracunati povrsinu dijela plohe z = 22 4 2 koji se nalazi unutar sfere
a2+ % 4 22 =42

Nacrtati sliku!

12. Izracunati povrsinu dijela plohe 2% 4+ y? = 1 koji se nalazi izmedu ravnina z = y i
z = 4y i za koji je z > 0. Nacrtati sliku!

//S+x dy dz,

pri ¢emu je St dio plohe y = 1 — v/22 — 22 za koji je 0 < z < 1, orijentirane tako da
normala na tu plohu zatvara s osi “y” kut veci od 90°. Nacrtati sliku!

13. Izracunati

14. Izracunati
// 22 dydz + y? do dz + 2 dx dy,
S+

pri ¢emu je ST dio ravnine z = 2y za koji je 2% + 4y?® < 4, orijentirane tako da normala
na ravninu zatvara s osi “z” kut veci od 90°.

15. Izracunati
// +xz2 dy dz + y2* de dz + 23 dz dy,
S

pri cemu je ST vanjska strana sfere 22 + y? + (z — 2)? = 1.

7 Diferencijalne jednadzbe

1. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

1
xcosy + sin(2y)

/

2. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

(:L’—l—e%) da:~l—<1—z> e%dy:O.

3. Nadci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

2 2
<x+y) d:E—{—(lnx—a;) dy = 0.
Y r )
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4. Nadi ortogonalne trajektorije familije krivulja

y? = 22%(1 — C).
5. Nadi sve krivulje sa svojstvom da je duljina odsjecka normale na krivulju u proizvoljnoj
tocki T', izmedu tocke T' i sjeciSta normale s osi “x”, jednaka kvadratu ordinate tocke T

6. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
yr—y=y\2?+y>

7. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

Yy —ycosx = sin(2x).

8. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

y' cosx +sinx +e¥ =0,

9. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

1
y=—§@@x+yl

10.  Odrediti jednadzbu krivulje za koju vrijedi da je kut kojeg radijvektor bilo koje
tocke T'(x,y) na krivulji ¢ini s osi “x” dva puta manji od kuta kojeg tangenta u tocki

(1992

T(x,y) ¢ini s osi “y
11. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

2y — xy') = y*.

12. Naci opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

—x+2y—95

a) y — 2r+y+ 1
Y 2 —y+4

LT ITo b) o =
Az +2y— 3 )y

13. Nadi opce i singularno rjesenje diferencijalne jednadzbe
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14. Naci opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:
a) (v +ay*)y +a* —ya* =0

b) ¥ =a"" (a>0,a#1)

c) y =sin(z —y)

15. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

16. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

(1+¢5) do+eb (1—9;) dy = 0.

17. Odrediti jednadzbe onih krivulja kojima svaka tangenta sijece os ordinata u tocki
koja je jednako udaljena od ishodista kao i od diralista.

18. Nadci opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:
a) (x+y—2)dv+(x—y+4)dy=0
b) Bzx+4y+1)y +2x+3y+1=0

19. Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

y' — ysinx = sin x cos x.

20. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

;Y
zlnx

Y =zlnx.

21. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

d 1
Y _ - , a##0.
dr  zcosy+ asin(2y)

22. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

2
Y+ -~y =a’,
Xz

23. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

(14 23y — 2zy = (1 + 22)*.
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24. Nagdi opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

2 2
a)y'+%:$2y4; by y + 2L = 2V

25. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

,_ siny

TCosy

26. Naci opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

y\/1—y?de + (zy/1 —y>+y)dy =0.

8 Rjesenja
8.1 Funkcije viSe varijabli

1. a){(z,y)|—-1<z<1,-1<y<1}

b) {(z,y)|2* +y*> < 1};

c) {(z,y)|2* +y*> <1} U{(z,y)|2* +y* > 4};

d) {(z,y)ly* — 2> > 1};

e) {(z,y)ly <z, |yl > 1};

£) {(z,9)ly >0, (x +2)* +¢y* > 4} U{(z,y)ly <0, (z +2)* +y* < 4};

h) {(z,y)|lz >0,y >z + 1} U{(z,y)|lzr <0,z <y <z +1};
i) {(z,y)] [y <[z, 2 # 0}.

B
Y i
7 v i
///??;????;;?; /?/ ¢/ 277777 ?/ 7

7 %/

77 %

07 7

77 4

7 7 7 3 A

. %/ /4/2??5 .

A 7 L Z

40 > » 2 ) 7
v X x X

V4777 7 24

7 7

T .

i

447

/444 A
57777 11117474/5474/7
T i
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d) e) )
o ! /ﬁ

2I 0 y & y
g) h) i)

3. )= BT PP T L b) 2=V TR): € r= (42 L
d)z:1n<2— :1:2+(y—2)2).

4. a) (z—12=4[(z—3)*+(y—2?%; b)y=3-3/(z—1)2+(z—2)2
5. 2% =22%+ 49

8.2 Diferencijalni racun funkcija vise varijabli

L fo)=W2)" 5+, f@)=D)" [+ 5+ (Vo) + I’ (Va);
g'(z) = (Inz)* - [ﬁ + 2z In(In :L‘)]

J"(x) = (lnx) Ll - s R0 42 (Ing) + 2In(ln )|
Wi(z) = '{\/E—l-%\/_-lnx}, h(x ):x\/ﬁ'{x+¥+3xlnx+1x1n2x+i1\r/lg]

2. Stavnno flu,v) =u’, u=a3+y3 v=uay.
fl=vu"t  f =ulnu,

;’u = U(U Du=t,  f =u' foutnw, " =u’In’uy;
u, = 32°,  ul, =6z, wu, =3y’ uy = 6y, wy, = 0;

/ _ /I " __ —
v=y, vl = O vy =2, v, =0, v =1
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fo=floul + fl-vl = (23 +y?)™ [;;fgd + yIn(z3 —i—y?’)]
f;:qut.u’yjtf{).%:(w3+y3)xy.[wiwf3+xln($ +y)}
o= (L) 2f v+ f (v )+f’ WA f e =

vy = S Uy Uy F Jv(%'%+u;-vg)+ v vl el +f’ po=
vy = - (W)? + 20, -y - vy + [, - () +f/ uy, +f’ =

3. a) dz= [PV (20 +y)] da [6””2“y+y2 (ot 2y)] dy;
1

b) dz = |(2% = y*) 75 — 2u(x +y)(a? — y?) 7] dw+[(:r —y?)75 + 2y(z + y) (2 — v?) 73] dy.
4. (dz)p = tdx—2dy, (dP2)r = —5: (dx)? + 5= da dy + 5 (dy)*.
5. (du)y =2dx —3dy+4dz, (d*u)r = —6(dz)? — 6(dy)* + 2(d2)? + 8 dx dy.
6. d—“:%jt g’(x)—l—%ﬁ(%ﬁ%—%f'g’(x)).

7. Naputak: Funkciju z = yo(x? — y?) rastaviti na z = yp(u), u=z*—y>

8

. Naputak: Funkciju z = xf (%) +g (%) rastaviti na z = o f(u) +g(u), u="2
0z __
1. & —o.
9%z 0z __
12, 2us — 22—
13. (d2z)T = —1—76(dx)2 —dx dy — %6( y)2.
14. (du)aqe —%dy, (dv)ag = —dx dy
15. (dz)rza2) = 3dr — dy, (d*2) 134, —8(dz)? + 10 dz dy — 3(dy)*.
16. a)40x+20y—z—75—0, %:%:%;
c) 2z —y =0, x_;%:y—;l:%.
17. =3,
a? b2 c? a? b2 c?
18. T (\/a2+b2+02’ Va2+b24c2’ \/a2+b2+02)’ I (_ Vartoi 2’ Var b+’ \/a2+b2+02)'

19. 3z —3By+2:—4=0, —VBr+V3y+2:—4=0.
20. p1:0, pQZ%

21. Ti(1,0,0), Ty(—1,0,0) T5(0,1,0) Ty(0,-1,0), T5(k, A, —=),
T(~G %) T(de—ved) Bl-Jvt)

22. a’.

24. f(r,y)=1—(z+2)?+2(x+2)(y—1)+3(y — 1)~

25. Ty(x,y) =y +xy + 52%y — gy

26. a) Th(z,y)=1+(y—1)+(@—-1)(y—1)
b) To(r,y.2) = =§ = 4z~ 1) =3y + 1) = fz = D)+ flz =1’ = j(y+ 1)

—3@—1(z=1) -3y +1
@TH%w21—é$—¥y—3—éﬂy—w—;w—1ﬂ

d) Ty(z,y) =1-2(-1) -3y —2) - (¢ - 1)* = (z = (y — 2);
e) Th(z,y) = —75(a—1)+=(y— e)~|—4(e1 _65)(§,(ZE 1)? ~|—22rle 56 (x—1)(y—e)+ (36;‘) (y—e)?.
27. a) minimum u tocki 7' (\F \/i)

b) minimum u 7} (0, 1), nema ekstrema u 75 (—7, )y 1 (%) _%>;
c¢) maksimum u 7' (6,4);
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d) nema ekstrema u 77 (0,0), maksimum u 75 (—4, —2);
e) minimum u 73 (1,1, 1), maksimum u 75 (—1,—1, —1).

28. a) minimum u 77 (—1, —2), maksimum u 73 (1, 2);

b) minimum u 7} (%,3 + %) 17T (—%,3 — %), maksimum u 73 (—%,3 + %) i
Ti (53~ 5

¢) minimum u 7} (\/_ O) 175 (2, 5) maksimum u 73 (—\/_ 0) 1T, ( > l);

d) minimum u 7T} (—%, %, —%) maksimum u 75 ( , %, %),
e) maksimum u 73 (a,0,0) i 75 (—a,0,0),

nema ekstrema u 73 (0,5,0) i Ty (0, —b,0),

minimum u 75 (0,0,¢) i T (0,0, —c);

f) nema ekstremauT( LuY);

g) minimum u 7} (1,2,2), 75 (2,1,2), 75 (2,2, 1),
ko 0 4 (459). 75 (45.2). 73, 5.)

29. Kocka brida a = V/V.

30. Ako opseg trokuta oznac¢imo sa s, onda su duljine stranica a = %S, b= %s, c= %s.
31. Vmax - (1271376.
32. Nepravi maksimum u tockama kruznice 22 + y* = 2.
33. Pmax = —(—2—.
27-6v/3

34. Vmax = 1
35. Vinax = 32.
36. D( } & %) Vmaxzé~‘(AB X AC)-AD‘ =1++3.
37. T(0,0,—-1).
38. TJemena elipse su u tockama 7T} (?, g), T, (—72, —72), Ty <¥, —%),
T4< 3*{,%) poluosi sua =3, b = 1.
8.3 Dvostruki integrali
1. a) 35 b) et + 3.
2. a)

3 —V3—y 3 1 8 1 9 9—y

/dy / f(fv,y)dwr/dy / f(ar,y)der/dy/f(af,y)der/dy / f(z,y) dz;
2 -1 2 3—y 3 -1 8 —/9—y
b)

In2 e’ 1

/d:v/fx Y) dy+/dx/Qf(x,y)dy+/2d:E/2f(x,y)dy
1 1 x

0 In2
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3. a)L; by 38
4.
0 $+1 —5+1
/dw / S,y dy+/d3: / f(z,y) dy;
2 5= 5-1
a)%(ez—l—e%—e—%); b) 2; c) 2 d) 0.
5. a) 3 b) 1.
6. 21— 3.
7. 4-5
8. 1
3
4
0. 8- 2/1
10. me?(3e? — 1)
1. I
12. a) 7 b) I +3 — T4 c) 14T —6v/3.
13. 2
14. 6105
15. a) 1 —1InV/3; b) —V3+ £+ 7 c) —f — L+ 22
16. 73 (% — arctg %)
17. 23 -2
18. 2.
19. 3
20. .
21. 5.
22. 0Rm
23. a) T(24,0);  b) T (2,0).
24. a) (R;—R}) 5 b) (Ry—Ry)- 3.
8.4 Trostruki integrali
1. HdeB—e?241
. X :
2. %ln3 — 4.
3. a)
2 3_*39 6—3x—2y
/dx / dy / (z,y,2)dz;
0
b)
2 3—1y 2—11’—% 3—751: 2——aﬂ——y

flzy, 2 dz+/dx/dy /

(2, 2) d2;
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Yy 2 T 2—x 2 Yy 2—y
dx/f(x,y,z)dz+/dx/dy/f(x,y,z)dz—i—/dy/dx/f(x,y,z)dz—i—
0 1 222 0 1 2%y

0

x x

/1 /_ / (x,y,2)dz;

0

<
[\

4. a) 9—‘5/6; b) V = ‘[

5. a) %, b)ﬂ(21n2—1).
6. V W0y

7. 3§ (7r+6 3\/')

8. fir.

9. Vo1

20
13. V=21
14. %f'

2v3-3
15. 24
16. a) %;  b) I
17. S5

5
18. a) Iy = zabc(a® +b0* +¢?);  b) I, = zabe(b* + ).
19. a) 7(0,0,7);  b) T(4,0,0).

20. T(ga, ga, ga)

8.5 Vektorska analiza
a) 6ayi+(3224+2y23)T+3y22%k;  b) 2 (6xy+3x2+2yz3+6y2z2)' c) 6y+223+6y°z.

2. a)2rx+2y+uzy; b)xzi—yz), c) %[2m—|—2y3+ (xz—l—yz+2xy)k] d) 2i'+ 27
3. 2a7+4(ap - 7)d.
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4. 67+ 47— 6k.

5. (12 - r%) (80 - 7).

6. 0.

7. —2(a@- F)f(r).

8. 2a%d.

9. 0.

10. O.

11. 4a.

12, 374 (224 3)k
13. 10(@ x 7).

14 S1(987— 747+ 106k).
15. 2d.

16. 6(d-r)ag — 2ar.

17. —2f(r)a—2(a-r)f'(r)ro.
18. 2a+ 107"

19. —4a.

8.6 Krivuljni i plosni integrali

el B o

o]

S(2v2-1).
4—\1/5 [% sh(2 arsh v/24) + arsh \/ﬂ} :
Vs

ot

B

18

_ 2m
NG

w\wa‘gw

“S

Ne ovisi o putu integracije.

4.
521
5

8.7 Diferencijalne jednadzbe

grh Wb

27

Linearna diferencijalna jednadzba po x. Opcée rjesenje je x = Ce®™¥ — 2(1 + siny).

Egzaktna diferencijalna jednadzba. Opéi integral je %2 + ye§ =C.
Egzaktna diferencijalna jednadzba. Opéi integral je %2 +ylnz =C.
2 + 3y* In|Cy| = 0.

Inly+vy?— 1| = £z + C (ili archy = 2 + ).
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6. Homogena diferencijalna jednadzba. Opdi integral je x + /2 + 3y = C.

7. Linearna diferencijalna jednadzba. Opée rjesenje je y = CeS"® — 2(1 + sinx).

8. Supstitucijom e¥ =t dobije se Bernoullijeva diferencijalna jednadzba. Op¢i integral
jex —e Ycosx =C.

9. Lagrangeova diferencijalna jednadzba. Opce rjeSenje u parametarskom obliku je

y = ——2Cyp+p’)
10. X
= Czx.
/1 — 3%

11. Homogena diferencijalna jednadzba. Opdi integral je y = Cx(y — x).

12. a) 2x+y—1=Ce®* ™ b) Cla+y—1P>=z—y+3.

13.  Clairautova diferencijalna jednadzba. Opce rjesenje je y = Cx + %; singularno
rjesenje je y* = 4x.

14. a) Diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama. Opdéi integral je

r+1

v? —2x —y* — 2y +2In
y—1

-

b) Diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama. Opdéi integral je a* + a~¥ = C

c) Supstitucijom ¢t = x —y dobije se diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama.
P . x—y __ 2

Opdi integral je 1 —tg 55 = vl 2

15. Homogena diferencijalna jednadzba. Opdi integral je %3 = 21n [C'z|.

16. Homogena diferencijalna jednadzba. Opéi integral je x + ye% =C.

17. Cx = 2% + 42

18. a) 2 +2zy—y?*—4x+8y=C; b) 2(y+1)?+3y+1)(z—1)+ (z—1)? =C.
19. Linearna diferencijalna jednadzba. Opce rjesenje je y = 1 — cosx + Ce™ 7%,
20. Linearna diferencijalna jednadzba. Opce rjesenje je y = (% + C’) Inz.

21. Linearna diferencijalna jednadzba po x. Opce rjesenje je x = —2a(siny+1)+Ces"Y.
22. Linearna diferencijalna jednadzba. Opce rjesenje je y = %fl + I%

23. Linearna diferencijalna jednadzba. Opée rjeSenje je y = (1 + 2%)(x + C).

24. a) Bernoullijeva diferencijalna jednadzba. Opée rjesenje je

1

y=——;
xﬁ/?)ln‘%’

b) Bernoullijeva diferencijalna jednadzba. Opce rjesenje je

In|cosz| + C\>
y=|tgr+—— ")
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25. Diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama. Op¢i integral je xsiny = C.
26. Diferencijalna jednadzba svodi se na egzaktnu mnozenjem s Eulerovim multiplika-

torom oblika p = u(y). Opéi integral je xy — /1 —y? = C.

9 Kontrolne zadace iz 2002. godine

PRVA KONTROLNA ZADACA 1Z MATEMATICKE ANALIZE 2
25. 03. 2002.
GRUPE: ABCMN O

1. (3 boda) Funkcija z = z(x,y) je zadana implicitno jednadzbom
(x+1)e’ + (y+1)e + (2 +1)e” =3.

Nadi 3fgy u tocki 7(0,0,0).

2. (3 boda) Pokazite da sve tangencijalne ravnine na plohu

—r-0(?
2z y)=x-¢ (x)
(gdje je ¢ derivabilna funkcija) prolaze ishodistem.

3. (4 boda) Nadi i ispitati lokalne ekstreme funkcije

f(z,y, 2) =223 + % + 22 — 32y + .
GRUPE:DEFGHIJKL

1. (3 boda) Pokazite da funkcija z = z(z,y) definirana jednadzbom
r+y+z=f@®+y*+ 2%
(gdje je f derivabilna funkcija) zadovoljava identitet

0z 0z
(y—z)%+(z—x)a—y—x—y.

2. (3 boda) Nadi jednadzbe tangencijalnih ravnina na plohu
2?44yt + 422 =21

paralelnih ravnini z 4+ y 4+ 42z = 10.
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3. (4 boda) Nadi i ispitati ekstreme funkcije

1 1
z=—+
r Yy
uz uvjet
1 1 1

DRUGA KONTROLNA ZADACA 1Z MATEMATICKE ANALIZE 2
29. 04. 2002.
GRUPE: ABCMN O

1. (3 boda) Izracunati

// 22 dzx dy,
(P)

pri ¢emu je (P) lik odreden nejednadzbama 32?4+ (y —2)> <4, y<2—2% i >0.

2. (4 boda) Izracunati volumen tijela odredenog nejednadzbama 22 + y* + 2% < 4 i
2% 4?2 < 2z

3. (3 boda) Neka je
p=V[r(a@xr),

pri ¢emu je @ konstantan vektor, 7 radijvektor, a r modul radijvektora. Izracunati V.

GRUPE:DEFGHIJKL

1. (3 boda) Izracunati
// (xy + 2y — 5) dz dy,
(P)

pri ¢emu je (P) podrucje omedeno elipsom

(1,_4)2_‘_<y_3)2:1‘

2. (4 boda) Izracunati
///xQ\/xz +y?2 + 22dV,
V)

pri ¢emu je (V) tijelo odredeno nejednadzbama % + y*> + 22 < 22 i 2z > a2 +y2
Nacrtati sliku!

3. (3 boda) Izracunati
div[r(a - )],

pri ¢emu je @ konstantan vektor, a 7 radijvektor.
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TRECA KONTROLNA ZADACA IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
03. 06. 2002.
GRUPE: ABCMN O

1. (3 boda) Izracunati

/ yds,
C

4a% + 3y* = 12
od tocke A(v/6/2, —v/2) do tocke B(0,2).

pri ¢emu je C' luk krivulje

2. (2 boda) Izracunati povrsinu dijela plohe z = 22 + y? za koji je 2 < 2.
3. (2 boda) Izrac¢unati
// +x3dydz +y3dzdx + 22 dx dy,
s

pri cemu je ST vanjska strana kugle

?+yt 427 =d
4. (3 boda) Naci jednadzbu krivulje za koju se odsjecak normale izmedu koordinatnih
osi u bilo kojoj tocki krivulje raspolavlja u toj tocki.

GRUPE:DEFGHIJKL

1. (2 boda) Izracunati duljinu luka krivulje zadane kao dio presjecnice ploha y = x/x i
Y+ z =8, za koji je z > 0.

2. (2 boda) Izracunati
/ln(:p + 1) dz + (22 + 2 dy,
K
pri ¢emu je K pozitivno orijentirana kontura ¢etverokuta s vrhovima u tockama A(0,0),
B(2,0), C(4,4) i D(0,4).
3. (3 boda) Izrac¢unati
//S+xdydz +ydrdz + zdz dy,

pri cemu je ST dio plohe 2z = 22 +y? za kojije 2 < b (b > 0), orijentiran tako da normala
na plohu zatvara s pozitivnim dijelom osi OZ kut veéi od 90°.

4. (3 boda) Naci jednadzbu krivulje za koju je odsjecak na osi ordinata, koji odsijeca bilo
koja tangenta na krivulju, jednak apscisi diralista.
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10 Rjesenja kontrolnih zadac¢a iz 2002. godine

RJESENJA PRVE KONTROLNE ZADACE 1Z MATEMATICKE
ANALIZE 2
25. 03. 2002.
GRUPE: ABCMN O

82
“ ) —o.
0zdy )
2. Jednadzba tangencijalne ravnine:

o (2) = 2 (2] (@ - o)+ ¢/ () (- w0) — (2 20) =0

Zo Zo Zo Zo

Yo
Zo=I0'90<I>a
0

pa se lako vidi da tocka x = y = z = 0 zadovoljava jednadzbu tangencijalne ravnine.
3. Stacionarne tocke: T (0, —%,0), Ty(1,1,0), T (—%, —%,0).

(f)r, > 0= minimum u T}, fum = —i;

(d? f)7, mijenja predznak = nema ekstrema u Ty;

(d*f)r, mijenja predznak = nema ekstrema u 7.

U jednadzbu uvrstimo

GRUPE:DEFGHIJKL

1.
0z 1-=2xf 0z 1-=2yf
or 1 —2zf" oy 1 —2zf"
Parcijalne derivacije zadovoljavaju zadani identitet.
2.
21 21
7T1...:1:+y+4z—?:0, 71'2...x—|—y+4z—|—?:0.
3.
1 1 1 1 1
F )\ = — — )\ P -
Stacionarne tocke: T} (—a 2, —a\/§>, A = “Tﬂ; Tr(av/2,av/?2), Ay = —“2&.
(d*F)p, = T@(dm)Q > 0 za (dz)? > 0 = minimum u 7, 2y = — V2,

(*F)p, = —22(dz)? < 0 za (dz)? > 0 = maksimum u Th, Zpa, = 2.
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RJESENJA DRUGE KONTROLNE ZADACE 1Z MATEMATICKE
ANALIZE 2
29. 04. 2002.
GRUPE: ABCMN O

I_27T\/§_l
927 60
16 64
V= "nmg——
3" 9

GRUPE:DEFGHIJKL

I = 26m.

I= 189(64—11\/_)

4@ - 7).

RJESENJA TRECE KONTROLNE ZADACE 1Z MATEMATICKE
ANALIZE 2
03. 06. 2002.
GRUPE: ABCMN O

/.yds 3arsh£+ £

y* —x? = C (familija hiperbola).

33
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GRUPE:DEFGHIJKL

1.
4
= —(19v19 —1).
$ 27( % )
2. 112
) g —
3
3.
I =00
4.
y=uxzln—.
xr

11 Pismeni ispiti iz 2002. godine
PISMENI ISPIT 1Z MATEMATICKE ANALIZE 2
28. 01. 2002.

1. (4 boda) Nadi i ispitati lokalne ekstreme funkcije z = z(x,y) = eV’ cos .

2. (2 boda) Izracunati prve parcijalne derivacije funkcije u = u(z,y, z) = (z + y)?"* na
njenom prirodnom podrucju definicije.

3. (3 boda) Izraéunati integral
/// ’
v

pri ¢emu je V tijelo omedeno plohama z = 2% +4y? i z = 4. Nacrtati sliku!

4. (2 boda) Izracunati grad[(@ - 7)r®], pri cemu je @ konstantan vektor, a 7 radijvektor
proizvoljne tocke prostora.

5. (4 boda) Izracunati
rxdr +ydy+ zdz

J \/$2+y2+22+1’
pri cemu je T' dio krivulje zadane sa y = 2? + 1, z = V22 + x + 2 od tocke A(x = 0) do
tocke B(z = 1).
Naputak: Ispitati ovisnost krivuljnog integrala o putu integracije.

6. (3 boda) Izracunati povrsinu dijela plohe z = 2% + y* za koji je z < 4. Nacrtati sliku!

7. (2 boda) Nacdi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe

y/:L
3z 4 y?
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PISMENI ISPIT IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
15. 02. 2002.

1. (4 boda) Nadi jednadzbu normale iz tocke P(3,0,3) na plohu y = /222 + 22 4 2.
Nacrtati sliku!

2. (2 boda) Izracunati integral

] ar

pri cemu je P lik omeden krivuljama y =0, y =Ilnz i y =z — (e — 1) koji se nalazi u
prvom kvadrantu.

3. (4 boda) Izracunati
[[f e+ i
v
pri cemu je V dio kugle z? + 3% + 22 < 4 za koji je z > 1.

4. (3 boda) Neka je d konstantan vektor, a i radijvektor proizvoljne tocke prostora.
[zracunati usmjerenu derivaciju vektorskog polja ¥ = (@ - 7)r37 u smjeru vektora a.

5. (2 boda) Izracunati duljinu luka krivulje
T =tsint + cost

y =tcost —sint
z=1t
odt=0dot=2m.

6. (2 boda) Neka je ST pozitivno orijentirana ploha 2% + y? + 3?> = 1, te neka je a
konstantan vektor, a 7 radijvektor proizvoljne tocke prostora. Izracunati

//S+(c7><r)d§.

7. (3 boda) Rijesiti jednadzbu

72
xy’—y(xln—i—?) =0,
Y

2

koristeci supstituciju u(z) = <.
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PISMENI ISPIT IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
03. 04. 2002.

1. (2 boda) Funkcija z = z(x,y) je zadana parametarski sa

u? + v?
.T g
2
u? —v?
2
Z = uv.

Naéi dz u tocki T' za koju jeu =1, v = 1.

2. (3 boda) Nadi i ispitati lokalne ekstreme funkcije
fz,y) =22° +y* — 32°y + y.

3. (2 boda) Postaviti granice integracije u integralu

///f(x,y,z) drdydz,

pri ¢emu je V tetraedar s vrhovima O(0,0,0), A(—1,1,0), B(1,1,0) i C(0,0,2).

4. (3 boda) U integralu
Nom

/dw / [z, y)dy
V1—z?

izvrsiti prijelaz na polarne koordinate.

5. (2 boda) Izracunati
/ xy dx,
r
pri éemu je I' dio pozitivno orijentirane krivulje 22 +y? = 4 od tocke A(v/2,v/2) do tocke

6. (4 boda) Koristenjem Greenove formule izracunati

/(ew siny — y?) dw + e* cosy dy,

r
pri ¢emu je I' dio krivulje y = v4z — 22 od A(z = 1) do B(z = 3).
Primjedba: Uociti da krivulja nije zatvorena.

7. (4 boda) Nadi krivulje ¢ija svaka tangenta sijece os “y” u tocki koja je jednako udaljena
od diralista i od ishodista koordinatnog sustava.
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PISMENI ISPIT IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
13. 06. 2002.

1. (4 boda) Na plohi

z=\/2?+3y* +5

naci tocku najblizu tocki A(2,4,0).

2. (2 boda) Promijeniti poredak integriranja u dvostrukom integralu

2 %SL‘+1
/daf / flz,y)dy.
2 _ig?

3. (4 boda) Izracunati volumen tijela omedenog plohama z? + y* = 2z, z? + y* = 2y,
z=x+2y, z=0.

4. (3 boda) Izracunati A(rr), pri ¢emu je 7 radijvektor, a r = |r].

/yd&
C

pri ¢emu je C' dio kardioide r =1+ cosp koji se nalazi u prvom kvadrantu.

5. (2 boda) Izrac¢unati

6. (3 boda) Izracunati

// rxdydz +ydrdz + zdr dy
S+ $2+y2+Z2

)

pri cemu je ST dio plohe

r=41—9y% 0<z<1,

orijentiran tako da normala na tu plohu zatvara s osi OX kut manji od /2.
7. (2 boda) Nadi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
vy +y=1y"lnz.

PISMENI ISPIT IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
01. 07. 2002.

1. (3 boda) Nadi i ispitati ekstreme funkcije

f(z,y) =" Y(2? — 2y?).
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2. (3 boda) Izrac¢unati povrsinu lika odredenog nejednadzbama

e
Yyt >a, Pyt <2z, y>-—=

75

y <.

3. (3 boda) Izracunati integral

/// rdrdydz
(x+y+z+1)Y

pri ¢emu je (V') tetraedar s vrhovima O(0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0) i C(0,0,1).

4. (2 boda) Izracunati A(r?), pri ¢emu je r = |7, a 7’ radijvektor.

5. (4 boda) Izracunati

Y

/ 2 dy — 2%y dx
(22 + 2)2

pri cemu je C' dio krivulje y =27" od tocke A(0,1) do tocke B(1,1).

J] @ +yt)ds .

pri ¢emu je S dio plohe z = 22 + 3? za koji je 1 < z < 4. Nacrtati sliku!

6. (2 boda) Izracunati

7. (3 boda) Naéi opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

xdy—ylngdxzo.
x

PISMENI ISPIT IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
09. 07. 2002.

1. (2 boda) Odrediti tocku u ravnini, tako da je zbroj kvadrata udaljenosti te tocke do

tocaka A(1,0), B(1,1) i C(2,2) minimalan.
2. (2 boda) Promjenom poretka integracije izracunati
1 1
/xdx/e_dey.
0 22

3. (4 boda) Izracunati integral

///\/xz—ky?—kzzdxdydz,
V)
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pri cemu je (V) odreden nejednadzbama x2 + y? + 22 <4 i 22 +¢% + 22 < 4z
4. (2 boda) Izracunati div(r®7), pri ¢emu je 7 radijvektor, a r = |r].
5. (3 boda) Izracunati

i{cxda:+(x+y)dy+(:t—l—y+z)dz,

pri cemu je C' presjecnica ploha 22 +y? = a* (a > 0) i 2z = x+y, prijedena u pozitivnom
smjeru, gledano iz tocke (0,0, 1).

6. (3 boda) Izracunati

[ s

pri cemu je S dio sfere 22 4+ y* + 2% = R? (R > 0) koji se nalazi u prvom oktantu.

7. (4 boda) Tangenta i normala neke krivulje povucene u bilo kojoj tocki M (x,y) te
krivulje sijeku os “z” u tockama T'(z7,0) i N(xy,0), redom. Odredite sve krivulje za
koje vrijedi

IOM|* = 27 - xN.

PISMENI ISPIT IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
30. 08. 2002.

1. (2 boda) Pokazite da funkcija

Y
U(l’7y) = J}pgp (1_2> ) p € Ra

pri cemu je ¢ derivabilna funkcija, zadovoljava jednadzbu

2. (3 boda) Izracunati

// 2% dx dy
) (2 +y2)%

pri ¢emu je (P) lik odreden nejednadzbama

Pyt >y, 4yt <2y, x>0, y>u

3. (3 boda) Izracunati integral

///\/x2 +y?+ 1ldedydz,
V)
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pri ¢emu je (V') podrucje odredeno nejednadzbama
y+2z <4, x2+y2 <16, =z>0.
Nacrtati sliku!

4. (4 boda) Izracunati VIn{re" + V[r(d x )|}, pri ¢emu je @ konstantan vektor, 7
radijvektor, a r = |F].

5. (4 boda) Izracunati
/ yds,
C
pri ¢emu je C presjecnica ploha z = 2% +y% i z2=5— (v —1)? — %

6. (2 boda) Izracunati
j{ zy? dy — x?y dz,
c

pri ¢emu je C kruznica 2?2 + y? = a? prijedena u pozitivnom smjeru.
7. (2 boda) Naéi opdi i singularni integral diferencijalne jednadzbe
y=uxy +/1+ (y)2

PISMENI ISPIT IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
06. 09. 2002.

1. (2 boda) Nadi i ispitati lokalne ekstreme funkcije

1
z:—§x3+m2+y2+xy—x—4y.

2. (3 boda) Izracunati

//(D) (2% +y?) dx dy,

(x;1)2+(y—1)2:1,

pri ¢emu je (D) dio elipse

zakojijex >1iy > 1.

3. (4 boda) Izracunati volumen tijela odredenog nejednadzbama

2 2 2 2 . 2 2 az
zt+y +2<a 1 r+y < —— (a>0).
Y Y 2\/§ ( )
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4. (2 boda) Izracunati (@ x V) x 7, pri ¢emu je @ konstantan vektor, a 7 radijvektor.
5. (4 boda) Izracunati
1 1 1
/fdx+fdy—|— —dz,
x Yy 2
o
pri ¢emu je C' dio presjecnice ploha
x2+y2:1 1 Z:(x—2)2+y2

od tocke A(?, 1,—2v3+5) do tocke B(3, ?, 3). Nacrtati sliku!

ff s

pri ¢emu je S dio plohe y = 22 za kojijey <1 i 0< 2z < 1.

6. (3 boda) Izracunati

7. (2 boda) Nadi ortogonalne trajektorije familije krivulja zy = a.

PISMENI ISPIT 1Z MATEMATICKE ANALIZE 2
17.°09. 2002.

1. (4 boda) Naéi kvadar najvecéeg volumena ¢ija prostorna dijagonala iznosi D. Koliki je
taj volumen?

2. (3 boda) Izracunati povrsinu lika odredenog nejednadzbama z2+y* > 11 z%+y?* < %x

/(V/)/zdv,

pri ¢emu je (V) tijelo omedeno plohama z = z? + 4y* i z = 4. Nacrtati sliku!

3. (2 boda) Izracunati

4. (3 boda) Izracunati
div[(a@ > ) f(r)],

pri cemu je a konstantan vektor, 7 radijvektor, a f derivabilna funkcija.

5. (3 boda) Izracunati
[ wytdy — dx),
c

pri ¢emu je C' dio pozitivno orijentirane kruznice x? + (y + 1) = 1 od tocke A(1,—1) do
tocke B(—1,—1).

6. (3 boda) Izracunati

// zdz dy,
S+
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pri cemu je ST vanjska strana elipsoida

7. (2 boda) Nadi opéi integral diferencijalne jednadzbe

eV dx + (xe? — 2y) dy = 0.

PISMENI ISPIT IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
25. 09. 2002.

1. (4 boda) Nadi i ispitati lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = bx+3y uz uvjet 4sinx =
3cosy upodrucjul <z < 7,0<y< 7.

2. (2 boda) Zamjenom poretka integracije izracunati integral

1

1
/x5 dx/ey2 dy.
0

2
3. (4 boda) Izracunati volumen tijela omedenog plohama

22y ' 22y 2z
=0 E=atE b Tt

4. (3 boda) Izracunati rot[(a - 7) f(r)7], pri ¢emu je @ konstantan vektor, 7 radijvektor, a
f derivabilna funkcija.

5. (3 boda) Izracunati

1
j{ — arctg L + eV dy,
cx x

pri ¢emu je C pozitivno orijentirana zatvorena krivulja zadana slikom:

kruznice V=Xt

_____ L
e S
\¢\¢\
/ -
/ t O N C
£ - ¢’
-4 / e
H / i
' . s
| /
t
T H
\
\
\
\ #
\ -
..
3
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6. (2 boda) Izracunati povrsinu dijela plohe z = 22 + y* za koji je z < 4. Nacrtati sliku!
7. (2 boda) Naéi opdi integral diferencijalne jednadzbe
(x 4+ 2y +1)de + (x + 3y)dy = 0.
PISMENI ISPIT 1Z MATEMATICKE ANALIZE 2
04. 11. 2002.

1. (3 boda) Nadi ekstreme funkcije

2(x,y) = o + y* — 227 — day — 2%

2. (2 boda) Izracunati integral

2

eV dx dy.

/

D\l‘—‘
8

3. (3 boda) Izracunati
A(sinr),

pri ¢emu je 7 radijvektor, a r = |r].
4. (3 boda) Izra¢unati volumen tijela omedenog plohama

Pyt =4 1 2ty =3z

5. (4 boda) Izracunati integral

/(y—Q)ds,

K

pri ¢emu je K presjek paraboloida 4(z — 1) + y? = 42z s ravninom z = y, uz uvijet y > 2.

6. (3 boda) Izrac¢unati integral
// N zdrdy +xdzdx +ydydz,
s

pri cemu je ST gornja strana ravnine 2r + z = 4 u prvom oktantu, odredene uvjetom
0<y<A4.

7. (2 boda) Rijesiti diferencijalnu jednadzbu

(2 +y* + 22) dx + 2zy dy = 0.
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12 RjeSenja pismenih ispita iz 2002. godine

RJESENJA PISMENOG ISPITA IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
28. 01. 2002.

1. Stacionarne tocke: Ty(km,0), k€ Z.
k paran = T je lokalni maksimum.
k neparan = T} je lokalni minimum.

2.
ou ou Y+ 2z
= 2 y+2z—1 e y+2z ]
oy = Wt 22) (@ +y) : o5 (z +y) n(ﬂf+y)+$+y :
O ot )" e+ )
0z ’
3. 29
="
3
4.
3r(a@- M7+ r’d
5.
I=+10-2
6. -
S = 8(17\/1_7 —1).
7.
r=Cy® — o>
RJESENJA PISMENOG ISPITA 1Z MATEMATICKE ANALIZE 2
15. 02. 2002.
1. . 5
n. x—lzy—§ 273
4 -5 3
2.
I 5 e e?
12 2 4
3. 63
[=2T
30
4.
(6 . 7_")7“360 + 7”3@[3(60 . F0)2 + 1]F
5.

1 1
s=3 arsh(2m) + 1 sh(2 arsh(2m)).
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6.
I =0.
7. )
C'ln r_ e ”.
Yy
RJESENJA PISMENOG ISPITA I1Z MATEMATICKE ANALIZE 2
03. 04. 2002.
1.
dz|; = dz.

2. Stacionarne tocke: 77 (0, —%), T5(1,1), T3 (—%, —%)
U T} funkcija ima lokalni minimum.
U T5 i T3 funkcija nema ekstrem.

3.
/dx/dy/ (r,y,2 dz+/dx/dy/ (z,y,2)dz.
4.
w/4 2sin ¢ w/2 V2
/dgo / f(rcosgo,rsincp)rdr—l—/dgo/f(rcoscp,rsingo)rdr.
0 0 a4 0
9.
-2
3
6. 99
I=(e*—e)sinv3— =,
3
7.
2* +y* = Cu.
RJESENJA PISMENOG ISPITA 1Z MATEMATICKE ANALIZE 2
13. 06. 2002.
1.

F(r,y,2) =(x =22+ (y—4)>2+ 22+ N2> + 3> +5—-2%), 2>0
Minimum u tocki 7°(1, 1, 3).

2. e o
:/dy / f(x,y)d:c+/dy / f(z,y)dz
OO > 0 2y-2

4—y

45
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3. 3
T
V==(=-1
,(5-1)
4.
A(rr) = 4rg
9. Y
242
c
6. )
T
4
7. Bernoullijeva diferencijalna jednadzba.
1
y(x) = Inx+1+ Dz

RJESENJA PISMENOG ISPITA IZ MATEMATICKE ANALIZE 2

01. 07. 2002.

1. Stacionarne tocke: T7(0,0), T5(—4, —2). Nema ekstrema u 77(0,0).
Maksimum u Ty(—4, —2), fmax = 8¢ 2.

2.
P = M
16
3. 11
I=—+4+-In2.
9 6"
4.
A(r?) = 12r.
5.
oP  0Q e . . .
— = — = krivuljni integral ne ovisi o putu integracije
oy ox
I 1 ; 1 7 . 1
—M Ty
6.

//S(x2 +y?)dS = % ;(289\/1_7 — 25v/5) — 5(17\/ﬁ —5V5)] .

7. Homogena diferencijalna jednadzba. Opée rjesenje je: y = ze“**!, O € R.
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RJESENJA PISMENOG ISPITA IZ MATEMATICKE ANALIZE 2

09. 07. 2002.
1. Minimum u 7T’ (%, 1).
2. .
N SR |
I = 1 (1 e )
3. o4
===
5
4.
V(r*r) = 6r°
5.
I=ad’r
6.

R3m
/| S =

7. Opée rjesenje: y = €2 — L 240, C#0.

2 2C"
RJESENJA PISMENOG ISPITA 1Z MATEMATICKE ANALIZE 2
30. 08. 2002.
1. 5 5
ou_ 1 <y>_2 p—3 ,(y) gu _ -2 ,<y)
Ju 49 ou
T — = pu.
ox y@y P
2. 5
s
I==-(1——].
:(1-3)
3. g
I= gmm —1).
* 1+
Vin{re’ + Vir(d x 7]} = — "
5.
/yds = 0.
C
6.
="
2

7. Clairautova diferencijalna jednadzba.
Opéi integral: y = xC + 1+ C?
Singularni integral: 22 +¢y?> =1, y>0.
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48 12 RJESENJA PISMENIH ISPITA IZ 2002. GODINE

RJESENJA PISMENOG ISPITA IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
06. 09. 2002.

1. Stacionarne tocke: T1(2,1), T (—%, %).
U T funkcija nema ekstrem.

U T, funkcija ima lokalni minimum, zpi, = —22

48

2. "
1= 14
8
3. 7
2 53
I=md® = -2Y2).
i <3 16 )
4.
(@x V) x1r=-=-2a
5.
5-2V3
6.

1 1
I = —sh(4arsh2) — — arsh 2.
1QSS (4 arsh 2) 2 ars

7.y*—2?=C, Ce€R (familija hiperbola).

RJESENJA PISMENOG ISPITA IZ MATEMATICKE ANALIZE 2

17. 09. 2002.
1.
T D3 DvV3 DV3 - D33
max 3 ? 3 7 3 Y max — 9 .
2. X
P:E@%Lm)
3. 2
="
3
4.
div[(@ x 7) f(r)] = 0.
5. )
=T
32
6. A
1= gabcw.

7. Egzaktna diferencijalna jednadzba. Opéi integral: ze¥ —y?> = C, C € R.



12 RJESENJA PISMENIH ISPITA IZ 2002. GODINE

RJESENJA PISMENOG ISPITA IZ MATEMATICKE ANALIZE 2

25. 09. 2002.
1. Maksimum u tocki T (arcsin 1%, arccos %)
2.
=L
12
3. 3ab
abm
V= .
2
4.
rot|(a@ - ) f(r)r] = f(r)(@ x )
5. .
I = —Z 1112
6.

S = %(17\/1_7 —1).
7. Opéi integral:

1

Cl3y —1)?+3(y—1)(x+3)+ (. +3)*] = e¥ar°tg(2‘/§%+‘/§), CeR".

RJESENJA PISMENOG ISPITA IZ MATEMATICKE ANALIZE 2
04. 11. 2002.

1. Stacionarne tocke: Tp(0,0), T1(v/2,v2), To(—v/2, —V/2).

Nema ekstrema u Ty (0, 0).

U T1(v2,v2) i To(—v/2, —/2) funkcija ima minimum 2,3, = —8.
2.

1:”(1—1>.
4 e

3.
2
A(sinr) = —sinr + — cosr.
r
4. 19
T
V=—.
6
9. v
27
I=4V2+ 7111(2\/§+ V).
6.

I =48.
7. Egzaktna diferencijalna jednadzba. Opci integral je

2 z° 2
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A Tablica derivacija

/ /
@) [ fle) [ fl@) [fle) |
T
c 0 : arctg x T HQl
« oa— 1
T ax arcctg x 1o
a”® a®Ina chz sh x
e’ e’ sh x chz
T T
Inz ; thz a7z
log, ~log, e cthz e
sin cos T arsh !
241
cos T —sinx arch x 1
T =
tgx . : arth 17112
ctgx — s arcth x T
arcsin L
11—z
arccosr | — /==

B Tablica neodredenih integrala

1. | [z%dx = Zaﬁ +C, a#-1

2. | [& = In|z|+C

3. | [e¥dx = e+C

4. | [a®dx = %—FC

5. | [sinxdr = —cosx+C

6. | f[cosxdr = sinz+C

TS = tgx+C

8. fsiff’fx = —ctgz+C

9. | [shxdr = chax+C

10. | f[chxdx = sha+C

11 | | 5 = tha+C

12. fsl‘fg”w = —cthz+C

13. | [ = = hjtg(3)|+C

14. | [ nltg (2 +7)[+C

15. | [ =2 = Zlarctg (%) +C, a#0
16. fxgd_xaQ = 5In e+ 0 a#0
17. 1 [ wfﬁ = arcsin (f) +C, a#0
18. f\/% = Injz+va2+a?|+C, a#0

DODATAK



