Derivacija kompozicije funkcija

Primgjer. Izvedimo derivaciju funkcije f(x) = sin(z?).

sin ((z + Az)?) — sin(a?) sin ((z + Az)?) — sin(2?) (z 4 Az)? — ;1;2.
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Uvedimo oznaku u = 22 i Au = (x + Ax)? — 22. Primijetimo da, ako Az — 0,
tada i Au — 0. Zato slijedi
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Pokusajmo poop¢iti navedeni postupak:

flg(a + Az)) - fg(z)) _ . flo(z + Az)) — flg(x)) g(z + Az) —g(x)
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Da bi izrazi u nazivniku bili razli¢iti od 0, mora postojati okolis tocke z takav da
za sve tocke a iz tog okolisa vrijedi da je g(a) # g(x), pa ¢emo to uzeti za dodatnu
pretpostavku.

Uvedimo oznaku v = g(z) i Au = g(x + Ax) — g(z). S obzirom da je g neprek-
inuta, slijedi da za Az — 0 imamo Au = g(x + Az) — g(z) — 0, pa zato dobivamo

9(z + Az) — g(x)

(Fog) () = tim TUFTAW I = fg()) ¢ (@).
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Kao $to smo naveli, gornji dokaz nije sasvim opéenit, jer smo koristili dodatnu
pretpostavku da mora postojati okolis tocke x takav da za sve tocke a iz tog okolisa
vrijedi da je g(a) # g(z). Naglasavamo da ona ne iskljucuje samo slucaj kada je ¢
konstanta (taj je slucaj jednostavan i za njega je gornja formula istinita i beskorisna).
Ali za sve slucajeve gdje ¢emo primjenjivati ovo pravilo u ovom i ostalim uvodnim
matematickim kolegijima, taj je uvjet zadovoljen. No, svakako napomenimo da
gornje pravilo vrijedi opcéenito, tj. da vrijedi sljede¢i teorem:

Teorem. Neka je slozena funkcija f o g definirana u nekoj toc¢ki z. Neka je g
diferencijabilna u tocki = i neka je f diferencijabilna u tocki g(x). Tada funkcija
f o g ima derivaciju u x i ona je dana formulom:

((fog)() = f'(9(z)) - g ().
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