RjeSenje 1. zadatka:

a) Radi se o dvije kruznice u kompleksnoj ravnini koje se dodiruju u tocki
z=—1-—3i.

b) Zapisimo z u trigonometrijskom obliku z = r(cos p+ising), r > 0, ¢ € R.
Iz prvog uvjeta |z| = 1 slijedi da je r = 1. Nadalje,

Im(z*) = 4Re(2?)
Im(r*(cos(4ep) + dsin(4¢))) = 4 Re(r*(cos(2p) + isin(2¢)))
rsin(4¢) = 4r? cos(2¢p)
sin(4¢) = 4 cos(2p)
2sin(2¢) cos(2¢) = 4 cos(2y)
2cos(2¢) (sin(2¢) —2) =0.
#0 jer je —1<sin(2¢)<1
Drugim rije¢ima, Im(z*) = 4Re(z?) povladi da je cos(2¢) = 0, odnosno
20 = 5 + km, to jest o = § + %”, k = 0,1,2,3. Odavde dobivamo da je
2] = ?—i—i?,@ = —g—l—z’g,zi; = —g —i?,,@ = § — zg



RjeSenje 2. zadatka:

a) Neka su 51752,83,54 te fli ST — Sg,fgl Sy — Sg,fgl Sg — Sy tri pada—
juce funkcije. Iz definicije monotono padajuce funkcije slijedi da za bilo koji
T1,T2 € Sl Vrijedi:
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= fo(fi(21)) < f (f1(z2))
= f3(fo(fi(21))) > fs(fa(fi(22))).

Drugim rije¢ima, f3 o fy o f; je monotono padajuc¢a funkcija na Si, a to
smo i zeljeli pokazati.(Napomena: Ukoliko student promatra strogo padajuce
funkcije, potrebno je priznati rjesenje.)

b) Grafovi funkcija f(x) = —In(z) i g(z) = e + 3 dani su na sljedeéim
slikama.

(a) f(z) = —In(z) (b) g(x) =e™" +3

Uocimo da je (fog)(z) = f(g(z)) = f(e™* +3) = —In(e™* + 3). Da bi ovaj
izraz imao smisla, treba biti e™ 4+ 3 > 0, a to je pak zadovoljeno za svaki
x € R paje D(f og) =R. S obzirom da su f i g padajuce funkcije, to je
f o g rastuéa kao kompozicija dvaju padajué¢ih funkcija. (Napomena: Iz a)
dijela zadatka je vidljivo da je kompozicija dvaju padajué¢ih funkcija rastuca
funkcija.)



RjeSenje 3. zadatka:

a) Koristenjem odgovaraju¢ih rac¢unskih operacija nad matricama dobivamo:

X=A+BX N
X '=A+BX"!
X'1-BX'=A4
(I -B)X '=A {Ail— B suregularne} (&)
(I — B) = AX
AN~ B) = X.

[zracunajmo inverz matrice A :
001,100 100,001
01 001O0|~|010,010
1 0 00 0 1 00 1'1 00

Dakle, A = A~!. Nadalje,

-1 1
I —B= 0 —1 1
0O 0 -1
Mnozenjem A~!i I — B dobivamo:
0 01 -1 1 2 0O 0 -1
X=10120 0 -1 1 = 0 -1 1
1 00 0O 0 -1 -1 1 2

b) Zadana matrica A je regularna pa iz (&) slijedi da postoji X koji zado-
voljava problem ako i samo ako je I — B invertibilna matrica, to jest

-1 1 2
det(I— B)=det| 0 1—a 1 |0,
0o 0 -1

odnosno ako i samo ako je a # 1. Odavde slijedi da X ne postoji ako i samo
ako jea =1.



Rjesenje 4. zadatka:

a) Primjenom postupka za racunanje svojstvenih vrijednosti dobivamo:

A—-1 -1 1

det(AM — A) = 0 Xx—=2 1
0 -3 A+2
A—2 1
_(A_D‘ -3 A+2'
=A=1D((A=2)(A+2)+3)
=(A—1)(N—4+3)
=(A =D\ 1)
=(A—-1>2*AN+1)
Dakle, svojstvene vrijednosti matrice A su \y = —1 1 Ay = 1. Izracunajmo
svojstveni potprostor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti Ay = —1 :
-2 -1 1, (-2 —1 1,0 -2 -1 1.0
0 -3 1,0|~| 0 -310|~] 0 1 %1}0 ~
0 -3 10 0O 0 0'0 0O 0 010
(-2 0 2.0 10 5.0
~| 0 1 3F0]~]01 0
L 00 010 00 00

Odavde slijedi da je x1 = $a3, 23 = 523, x3 = 3 € R\ {0}, to jest

T o 1
To | = | o | =a|l
T3 3 3

[zracunajmo svojstveni potprostor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti Ay =
1:

0 —1 1, 0 —1 1.0
0 -1 1'0|~|0 0 00
0 -3 310 0 0 010

Odavde odmah slijedi da je o = x3, v1 = a € R,z3 = § € R, pri ¢emu je

(o, B) # (0,0), to jest



Ty o 1 0
i) = B = 0 + B 1
x3 Ié] 0 1

1.nacin:
b) Dokazimo ekvivalentnu tvrdnju: matrica A nije regularna ako i samo ako
postoji barem jedna svojstvena vrijednost koja je jednaka nuli. Naime, ako
matrica A nije regularna, onda je det A = 0 pa je i det(A—0-1) = 0, odnosno
0 je svojstvena vrijednost. Obratno, ako je 0 svojstvena vrijednost, onda je
det(A —0-1) =det(A) =0 pa A nije regularna matrica, a to smo i tvrdili.

2.nadin:
b) Neka je k(\) = det(A] — A) karakteristi¢ni polinom matrice A. Uo¢imo da
je slobodni ¢lan ovog polinoma k(0) = det(—A) = (—1)" det(A). Zapisemo li
E(A) = (A=A1)-...-(A=Ay), pri ¢emu su Ay, ..., A, sve svojstvene vrijednosti
od A, vidimo da je slobodni ¢lan jednak £\ -. . .-\,. Ukoliko su sve svojstvene
vrijednosti razli¢ite od nula, onda je i njihov produkt razli¢it od nule, a zbog
gornjeg razmatranja slijedi da je i det(A) # 0, to jest A je regularna matrica.

Obratno, ako je A regularna matrica, onda je det(A) # 0 pa je i slobodni
clan koji je produkt svih svojstvenih vrijednosti matrice takoder razlicit od
nula. No, ako je njihov umnozak razli¢it od nula, tada su i sve svojstvene
vrijednosti razli¢ite od nula, a to smo i zeljeli pokazati.



Rjesenje 5. zadatka:

a) Niz realnih brojeva (a,) konvergira k realnom broju L ako za svaki ¢ > 0
postoji ng € N tako da za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za svaki
n > ng vrijedi |a, — L| < €. Pri tome broj L nazivamo limes niza (a,) i
pisemo L = lim, . a,. (lliz Niz realnih brojeva (a,) konvergira k realnom
broju L ako se izvan svakog okolisa broja L nalazi samo kona¢no mnogo
¢lanova niza (a,).)

b) Dokazimo matematickom indukcijom da je niz (a,) rastu¢i. Primijetimo
da je as = £(24 a1)? = £(2+ 0)*> = L pa je stoga a; < as. Pretpostavimo
da za neki n € N vrijedi da je a,, < a,11. Tvrdimo da je tada i a,+1 < ayio.
Racunamo:

Upy1 > ap |+ 2
an+1+2>an+2 |(>
(anp1 +2)* > (an +2)° |:8

2

1 1

—(ay, 2?2 > —(a, + 2)*

S + 2 > S(an +2)
An42 > Qpy1-

(Napomena: Uoc¢imo da smo u drugom koraku iskoristili ¢injenicu da je
an, +2>01a,.1 +2>0.) Prema principu matematicke indukcije tvrdnja
vrijedi za svaki n € N.

Dokazimo sada matematickom indukcijom da je niz (a,) ograni¢en odozgo s
2. Baza indukcije je ocito zadovoljena jer je a; = 0 < 2. Pretpostavimo da
za neki n € N vrijedi da je a, < 2. Pokazimo da je tada i a,;1 < 2. Imamo:

1 1
Unp1 = g(an +2)? < §(2 +2)? =2.
Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € N.

c¢) U b) dijelu zadatka smo pokazali da je niz (a,,) rastuéi i omeden odozgo s
2 pa je prema kriteriju konvergencije za monotone nizove on konvergentan,
to jest postoji realan broj L takav da je L = lim,,_, a,. Vrijedi:



1
Uni1 = §(2 + an)? | lim
1
L= @+L)

8L =4+ 4L +[?
I? —4L+4=0
(L—2)*=0.

Dakle, lim,,_, a, = 2.



RjeSenje 6. zadatka:

a) Neka je P,(z) = apz" + ap_12™ ' + ... + ag, a, # 01 P, (z) = b,2™ +
bn_1x™ L+ ...+ bg, by, # 0. Sada je

lim P,(x) ~ im A" + ap 12" Fag
z=too p (1) @=too by x™ + by, 1™ 4+ L+ by
0, n<m

B
+oo, n>mi>>0"
—00, n>mi <0

b) Racunamo:

r+1l—vVal+z+1

lim (WVzx+1—+vVa2+z+1)z%= lim x
w%+oo( ) T—+00 \/$+1—|—\4/x2+x—|—1
Y 22 +2r+1—22—z—1 .
= lim T
et (Ve+l+vVal+ao+1) (e +1+ Va2 +az+1)
~2\/T ~2x
) xa+1
= lim 3
T——+00 4ZE5
a1 0, a<%
L2 1 1
= lim =9 1 a=3
T—+00 il
+00, a> 3



