Rjesenja dodatnih zadataka za vjezbu - 1. knjizica

. Obje formule su tautologije.

“(mAAN(BV-C)=AVv(BV-C)=AV (-BAC).

. Sud b).

. CA=Fr e RN (Ve RY)(y < 2?Vy > 13)
-B = (Jz € R)(Fy € R)(2? = 22y A x # 2y)
-C'=(FzeR)(Fy e R)(z <y Aa?>y?)
-D=(FreR)(FyeR)(@* =y* ANz #y).

Istiniti su sudovi —=A, =B, =C'i =D.

Tvrdnja vrijedi za n = 1.

Pretpostavimo sada da je . i-i! = (n+1)!—1 za neki n € N. Tada
je, po toj pretpostavci, S0 il =3 il 4 (n+ 1) (n+ 1) =
m+)!=1+Mm+1)-n+D)!=mn+D(1+n+1)—1=(n+2)—1.

Zan=1jeb+1=6=2-3.

Pretpostavimo sada da je 5" + 2"~1 djeljivo s 3 za neki n € N. Tada
je b"t 42" =5.5" + 2.2 = 3.5 4 2. (5" + 2"71), §to je, po
pretpostavci djeljivo s 3.

Tvrdnja vrijedi za n = 5.

Pretpostavimo sada da je 3"-(n!)? < (2n)! za nekin € N,n > 5. Tada
je, po toj pretpostavci, 3" - (n +1)1)2 =3-3"- (n+ 1)*- (n!)? <
3(n+1)%-(2n)l.

Pokazemo li da je 3(n+1)2-(2n)! < (2n+2)!, tvrdnja ée biti dokazana.
Ta je nejednakost ekvivalentna s 3(n+1)% < (2n+2)(2n+1), odnosno
s 3n? 4+ 6n+3 < 4n? +6n + 2, tj. s n? > 1, sto je ispunjeno za svaki
n € N.



8. (a) (x—1)2+ (y+1)® = 4; to je kruznica sa sredistem u tocki (1,—1) i
polumjerom 2.

(b) Stavimo li z = z + yi, dobivamo jednadzbu
V12 2+ a1+ =3

. . . . 2 A2 . c .
koja, nakon sredivanja, prelazi u % + =& = 1; radi se o elipsi.

Primjedba: Prisjetite se definicije elipse i zadatak cete rijesiti brze.

(c) argz = § + %’r, k = 0,1,2,3,4,5; radi se o Sest polupravaca (koji,
u ovom slu¢aju, tvore tri pravca); oprez - argz = ¢, za dani ¢ jest
polupravac, a ne pravac.

9. Iz sustava jednadzbi z? + y* = 11 2? + (y — 1) = 1, lagano dobivamo
T = j:‘/Tg iy = %, pa su rjesenja 2y = :I:‘/T§ + %i,

Savjet: Geometrijski interpretirajte uvjete zadatka.

10. (a) 21234 = 4cis(3 + ), k=0,1,2,3.

Napomena: cis¢ oznacava cos ¢ + i sin ¢.
Oprez: Pogresno bi bilo kratiti potencije; kompleksni korijen je viSeznacan;
jednadzba z" = w, gdje je w zadani kompleksan broj ima n rjesenja.
Savjet: Skicirajte rjesenja u Gaussovoj ravnini i geometrijski ih inter-
pretirajte.

(b) z123456 = 8cis(5 + &), k=0,1,2,3,4,5.
Savjet: Skicirajte rjeSenja u Gaussovoj ravnini i geometrijski ih inter-
pretirajte.

(c) Zadatak je slican prethodnima.

(d) Vrijedi arg(z°) = arg(z) + 2km i |2°| = |z|.
Tako imamo bargz = —argz + 2kn, tj. 6argz = 2km, odakle imamo

k
argz:?w, k=0,1,23,4,5.

Iz drugog uvjeta slijedi |z| = 1 ili |z| = 0.

Tako ukupno imamo sedam rjesenja:

2123456 = Cis(2F), k=0,1,2,3,4,5.

z7 = 0.

Savjet: Napisite prvih Sest rjeSenja bez koristenja funkcija sinus i kos-
inus.

Primjedba: Zadatak se moze rijesiti i na drugi nac¢in, tako da se po-
lazna jednadZzba najprije pomnoZi sa z, ¢ime se dobiva 2% = |z|2. Oda-
tle odmah slijedi |z| = 01ili |z] = 1. Prvi slucaj vodi na rjesenje z = 0,
a drugi na 2% = 1, sto daje preostalih Sest rjesenja.



(e) Zadatak je slican prethodnome. Na pocetku imamo arg(z®(1 +i)) =
arg(z) +2km i 12° - (1 +14)| = |z|.
Tada je bargz + arg(l + i) = —argz + 2k 1 |2]° - |1 + 4| = ||, itd.

(f) 28 +32"+2=(2*+1)(2* + 2) = 0.Rjesenja su cetvrti korijeni iz —1 i
cetvrti korijeni iz —2.
Primjedba: Kako se radi o algebarskoj jednadzbi osmog stupnja, odmah
znamo da ona ima osam kompleksnih rjesenja brojec¢i njihovu kratnost
(u ovom slucaju, sva su rjesenja kratnosti 1).

(g) Zadatak je slican prethodnome. Iz 23+ 273 = i dobivamo 2% —i2®+1 =
0; rjesavamo najprije kvadratnu jednadzbu u varijabli 2%, a potom

3 _ . . 3 _ .
@015E 12456 = @CIS;)’—W

vadimo trece korijene 21 93 = 5 o

Dovrsite sami.

(h) 284204221422 4+1=28+20 420+ 20+ 22+ 1 =24+ 22+ 1) +
A+2+1=0"+1)(M+22+1) =0, itd.

11. 2+ 3i = V/i, itd.

12. argz= 35+ %T”, k =0,1,2. Interpretirajte li geometrijski ovaj uvjet (z lezi
na nekom od tri polupravca, te interpretirate li geometrijski drugi uvjet
|z — 2| = 1 (z lezi na kruznici sa sredistem u tocki (2,0) i polumjerom
1), odmah se vidi da se rjesenje moze dobiti jedino eventualno za slucaj

1w 3 V3

argz = =. Uvrstavanjem u drugi uvjet lako se dobije rjesenje z = 5 — 521,



