RjeSenja zavr$nog ispita iz Matematike 1
23. sije¢nja 2008.

Pitanja iz 3. ciklusa

1. (2 boda) Naéi desnu kosu asimptotu krivulje y = x arctg x.
RjeSenje:
t
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Desna kosa asimptota je y = o — 1.

2. (3 boda) Osnovica trapeza je promjer polukruznice 2 + y? = R2, y > 0, a ostala dva vrha nalaze se na
toj polukruznici. Kolika je maksimalna plostina takvog trapeza?
RjeSenje: P(z) = 222\/R2 42 = (R + 2)VR2—22, 0 < z < R. Derivacijom dobivamo P’(z) =

VETZ @ £ (R4 2) == o2 = Eofeae’

P'(z) = 0 povlagi 222 + Rz — R* = 0, pa su kandidati za rjeSenja z = R (%ﬂ’) Negativni
kandidat z = —R ne zadovoljava uvjet 0 < x < R, pa zaklju¢ujemo da je jedini kandidat za rjesenje
T = g. Iz tablice predznaka prve derivacije zaklju¢ujemo da se radi o lokalnom maksimumu, pa je
T = % zbilja rjesenje.

. . o o 3v3
Dakle, maksimalna je povrsina P(z) = R*3¥3.

3. (3 boda) Nadi podrucje definicije, lokalne ekstreme, tocke infleksije (pregiba) i asimptote, te skicirati kval-
itativni graf funkcije f(z) = (22 — 3)e®.
Rjesenje: Ocito je D(f) =R.

lim (22 —3)e® = 1irf (u? —3)e™* = lim “2653 = lim 2¢ = lim 2 = 0. Zaklju¢ujemo da je
r——00 U— oo U—0oo U—00 U—00
lijeva horizontalna asimptota y = 0.
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Kako je lim (22 — 3)e® = 400, ai lim @ = +00, zaklju¢ujemo da graf funkcije f nema
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desnu kosu asimptotu.
f(x) = 2ze® + (22 — 3)e® = (2% + 22 — 3)e®, pa iz f'(z) = 0 izlazi x; = 1 i w9 = —3. Analiziramo
podrucja pozitivnosti i negativnosti funkcije f’ i dobivamo sljedece:
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Drugom derivacijom f”(z) = (2z + 2)e® + (22 + 2z — 3)e® = (2% + 4z — 1)e® dobivamo tocke
pregiba, 12 = -2+ V5.



Graf funkcije izgleda ovako:
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4. (2 boda) Nadi a takav da je
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5. (2 boda) Izracunati integral
/ rarctgx dx.
Rjesenje:
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6. (2 boda) Izracunati integral
/ x—1
3 dx.
T’ +x
Rjesenje: Rastavljamo na parcijalne razlomke: a:(f:Q—_il) = ? + Z’ﬁif, r—1= A2’ + A + Bz? + Cz,

A+ B =0,C =1, A= -1, pa zaklju¢ujemo da je B = 1. Racunamo integral: [ ﬁ,jrlwdx =
—[E 4 [ 4 [ = —Infz|+ §In(2? + 1) +arctgz + .




7. (2 boda) Izracunati (izvesti formulu!) integral

/\/a2 —z2dx.

Rjesenje:
1. nacin.
t = arcsin %
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2. nacin.
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3. nacin.

Pretpostavimo rjesenje u obhku [Va? —a?dx = f R (A+Bx)\/ —224 A [ \/%
Nakon der1v1ranja dobivamo \/= = Bva? — m2+(A+Bx) \/— \/ﬁ, iz 2cega izlazi a® — 22 =
Ba? — — Az — Ba? +)\—QB:E — Az + Ba®? -\, paje B= % , A=01X=%. Iz toga dobivamo

da je f\/a2 22 dx = £va? — 2% 4 a® arcsin (£) + c.

8. (2 boda) Izracunati plostinu lika omedenog s krivuljama y = 2z, y = /3 — x i osi Oz. Nacrtati sliku!
Rjesenje:
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9. (2 boda) Izracunati obujam (volumen) tijela koje nastaje vrtnjom oko osi Oz lika omedenog s pravcima
y =0, =2 te krivuljom 22 —¢y? =1, 2,y > 0.
oy . V2 P 3 V2 22 1 T
Rjesenje: V =7 1f(x —Dde=n(% —a)|] =m(B2 -V2-3+1)=3(2—-2).



Pitanja iz cijelog gradiva

10. (3 boda) Nadi ona rjesenja jednadzbe 2 = —i koja zadovoljavaju uvjet |z +i| < 1.
Rjesenje:
23 =cis 3—7T
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|22 +i| = |§ + i =1ilz+i|= |§ + %] =1, pa zaklju¢ujemo da i z; i 23 zadovoljavaju uvjet

iz zadatka. Trivijalno, z; ne zadovoljava uvjet.

11. (3 boda) a) Napisati definiciju inverzne matrice kvadratne matrice A.
b) Nadi inverznu matricu za matricu
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¢) Sluzedi se inverznom matricom rijesiti sustav AT = b,za b = |5
1

Rje¥enje: Pod a), matrica A™! je inverzna matrica kvadratne matrice A ako je
AAT'=AT'A=T

(Dovoljna je i samo jedna jednakost).

Pod b)
1 -2 21100 (1 -2 21 1 00
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1 -2 31001 0 0 1| -1 01
(1 0 12 1 5 2 0
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12. (3 boda) a) Napisati definiciju derivacije funkcije f.
b) Sluzeéi se definicijom derivacije dokazati da je (z2) = 2.
c¢) Naéi jednadzbu tangente na krivulju y = 2%, x > 0, koja s osi Ox zatvara kut od 45°.
Rjesenje:

Pod a): f'(z) = }133%) w

Pod b) (1,2)/ — }ILH% (m+h}):fm2 _ }ILH% m2+2hz;rh27:v2 — ;ILH%(Qx + h) = 2.
Pod c): Neka je xo apscisa diralista tangente i krivulje. Tada je 2z¢ = tg45° = 1, pa je zg = %

Jednadzba tangente je tada y — % =x— %, odnosno y = x — i.



13. (3 boda) a) Napisati Taylorov stavak (teorem).
b) Funkciju f(z) = e® napisati u obliku

f(z) =T3(z) + Rs(x),

gdje je T3(z) treéi Taylorov polinom u razvoju oko tocke 0, a R3(x) ostatak u Lagrangeovom
obliku.

Pod b): e* =1+z + “"2—7 + fg—f + ¢rat, zaneki oy € (0,2) ili ;1 € (2,0).

14. (3 boda) a) Sluzedi se definicijom derivacije i stavkom (teoremom) srednje vrijednosti integralnog ra-
¢una dokazati da za funkciju f neprekinutu na [a, b], za svaki « € (a,b), vrijedi

d®(x)
dx

= f(z),

pri ¢emu je ®(x) = ff(t)dt.

b) Sluzeéi se izvedenim pod a) dokazati Leibniz-Newtonovu formulu.
Rjesenje:



