RjeSenja zavr$nog ispita iz Matematike 1
Odrzanog 21. sije¢nja 2008.

Pitanja iz 3. ciklusa

. (2 boda) Nadite pravokutnik maksimalne plostine ¢ija jedna stranica lezi na osi Oz, a preostala dva
vrha se nalaze na krivulji y = /4 — z2. Izra¢unajte plostinu tog pravokutnika.

Rjegenje: P =ab, 4 = %2 + b2, 0% = i—j, pa je 4P? + a* = 16a2. Slijedi da je 4P = a\/16 — a2, pa je

4P" = /16 — a? — \/12:12 = wlgi‘z;, pa je 2P = \/%, iz cega slijedi da je a = 2v/2, pa

jeb=1+2iP=4.
Trivijalno je to maksimum povrsine, jer je povrSina pozitivna na (0,4) i nema drugih
potencijalnih ekstrema na tom intervalu.

. (3 boda) Nadite podrugje definicije, lokalne ekstreme, asimptote i ponasanje na rubovima domene,
te skicirajte kvalitativni graf funkcije

flxy=e ".

T2
Rjesenje: f(z) =ei-7, Dy = R\{1}. Limesi u 400 i 1% su 0, u —oco i1~ su 0.
22
Kako je f'(z) = em(%) = f(x)?f_;;;, to su ekstremi u 0 i 2, redom minimum i
maksimum.

lok. min.
lok. maks.

. (2 boda) Izracunajte integral
2z -1

—dx.
V2 =2z 4+ 10

Rjedenje: fﬁdm =/ j% =2Vt2+ 9+ In(t+ V2 +9) + C, ato je = 2va? — 22 + 10 +
In(z — 14 va? — 2z +10) + C.

. (2 boda) Izracunajte integral

/ e “sinxzdzr.

RjeSenje: I := [e “sinzdr = —e “sinz + [e “coswdr = —e “sinz — e “cosz — I, pa je I =
1

e *(sinz + cosx) + c.

. (2 boda) Izracunajte integral

/ dx
3 4+ 22’

Rjesenje: [ ity = [ e = [ =58 4 Lidr=—Infa| = 2+ Inf1 42 +c=ln |2~ L pc

x3+x2 2 z+1 2 z+1

. (4 boda)



Rjegenje:

a) Iskazite teorem (stavak) srednje vrijednosti integralnog racuna i geometrijski inter-
petirajte taj teorem.

b) Sluzeéi se definicijom derivacije i teoremom srednje vrijednosti integralnog racuna
dokazite da za funkciju g, neprekinutu na [a, b], za svaki « € {(a, by, vrijedi

d xr
= | 9@ dt=g(z).
¢) Sluzeéi se izvedenim pod b), dokazite Newton-Leibnizovu formulu.

a) Za neprekinutu funkciju f na intervalu [a, b] vrijedi: 3¢ € [a,b], (b—a)f(§) = f; f(x)dx.
Geometrijska interpetacija: u podrué¢ju integracije neprekinute funkcije postoji tocka £ za
koju je plostina ispod funkcije f jednaka plostini pravokutnika ¢ije su stranice duljine (b—a)
1 f(&)

z+h Y
* 1 g(t)dt— g(t)dt
b) %fa g(t)d.r = limy,_g f“’ fa

x+h
t)dt 3
= limp_g 7‘[’ hg() = limy_o hfgfh) =

R
f(x), jer je &, € [x,x + h] za svaki h > 0, pa mora biti lim,_o &, = x.

¢) Definiramo ®(z) = [ g(t) dt. Kako je ®'(z) = g(z), to je ® primitivna funkcija za g,

pa je svaka primitivna funkcija F' za g oblika F(x) = ®(x) + C. Kako je ®(a) =0= F(a)+C
i B(b) = F(b) + ¢, to je F(b) — F(a) = ®(b) — d(a) = [ g(t) dt.

7. (2 boda)

Rjesenje:

8. (3 boda)

Rjesenje:

9. (2 boda)
a)
b)

Rjesenje:

Izracunajte integral

3
/2 V9 — x2dx.
0

3 ud
f02 V9 — 22 dx, uz supstituciju x = 3sint i dr = 3costdt, postaje = 9f06 cos?tdt =
QfO%(% + €52t dt). To je onda = 37+ IsinZ = 37 4+ 3/3.

Zadan je lik P omeden krivuljama y = e*, y = e7*+21i osi Oy. Skicirajte lik P iizracunajte
njegovu plostinu.

e® = e ® + 2, pa uz supstitutciju t = e® dobivamo jednadzbu t?> — 2t — 1 = 0, pa je

t =1++2,tj. = = In(1 ++/2). Tako je plostina foln(H\@) e+ 2—e*dr, a to je
=2In(1+v2) - 75— (1+v2) +2=2I(1 + v2) +2 - 2V2.

Pitanja iz cijelog gradiva

Skicirajte u kompleksnoj ravnini skupove:
{zeC|1< |z+i] <4}.
{zeC|0<argz < g}

a) je prsten oko —i unutarnjeg polumjera 1, vanjskog polumjera 4.




b) je u prvom kvadrantu, podrué¢je imedju polupravca pozitivnih realnih brojeva u kom-
pleksnoj ravnini i polupravca kroz ishodiste koji s realnom osi zatvara kut od 3.

A

10. (3 boda) Postoje li inverzi sljedeé¢ih matrica:

10 0 -1 10 0 -1
01 2 0 01 2 0
= = ?
A 000 1}/ B 0 01 O ’
0 0 0 1 0 00 1
Ako je matrica invertibilna, izracunajte njen inverz.
10 0 1
D . . o . . . 1001 =2 0
Rjesenje: Matrica A nije invertibilna (dva jednaka retka). Inverz matrice B je 00 1 0
00 0 1
11. (4 boda) Izracunajte limese:
a) lim 7x+s.in(x)
z—o0 x — sin(2x)
t
b) lim — &)
v—% tg(5z)
T +sinx 1 4 sinz
Rjesenje: lim ———— = lim —%— =1.
jesenje: ) P T — sin2x 00 1— %
. L'H .
b) lim tgz lim S22 cosbr lim cos 5z [ 1 ] fim 58-1115.1‘ _:
r—Z tgdr z—Z sindx cosx z—Z COST z—Z sinx

12. (2 boda) Odredite Taylorov polinom Tg(z) za funkciju

f(z) = ch(3x)
u tocki ¢ = 0.

Rjedenje: f(x) = ch(3z) = 753”2@7%, pa je Ts(z) = 0 _, 73n+2((;1!§n3n " =14 a2 + Lzt 4 81ab.

13. (4 boda) Zadana je funkcija

y(z) =xzv/1—22, x=>0.

Nadite njene ekstreme, skicirajte njezin graf i odredite plostinu lika omedenog grafom te
funkcije i osi Ox.



Rjesenje: Ekstremi su rub domene 1 (0 nije uklju¢ena u domenu) i nultocke derivacije. Gledamo

/ 1—242

Y = = basu nultocke derivacije :l:%. Ekstrem je maksimum u \/g (jer je x > 0).

Plostina lika je P = fol y(z)dz = fol V1 —a22dz, ato je = 3.

A
11
lok. maks. (%,5)

lok. min. (1,0)




