RjeSenja ponovljenoga zavr$noga ispita iz Matematike 1

odrZzanoga 5. veljace 2009.

Pitanja iz 3. ciklusa

1. (3 boda) U kruznicu polumjera R upisan je jednakokracni trapez ¢ija je dulja osnovica promjer
kruznice i ¢ija je povrSina maksimalna. Koliko iznosi ta povrsina? Dokazite da se radi o
maksimumu!

Rjesenje: Povrsina trapeza dana je formulom P = %h(a +¢), gdje je h visina, te a i ¢ dulja, odnosno
krada osnovica. Pri upisivanju trapeza u kruznicu vrijedi @ = 2R i ¢ = 2V R? — h?, pa
povrsinu mozemo prikazati kao funkciju visine, P(h) = h(R++v/ R? — h2. Derivacija funkcije
povrsine je P'(h) = R+ R°_2h" j, cega rjeSavajuéi P'(h) = 0za R > h > 0 dobivamo h =

VR2—h2’
3 2
?R. Druga derivacija P (h) = %, pa je P”(?R) = —61/3, iz Gega zakljucujemo

da je ta tocka maksimum.

Povrsina tog trapeza je P(@R) = %R?

2. (3 boda) Odredite podrugje definicije funkcije, ispitajte ponasanje na rubu podrucja definicije, nadite
lokalne ekstreme i asimptote, te skicirajte graf funkcije

Rjesenje: Podrucje definicije D(f) = (0,400). U smjeru +oo je:
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Zakljuéujemo da je horizontalna asimptota onda pravac y = 0. U smjeru  — 07 je
In?(z)

lim, .o == = 400 ocito, pa imamo i vertikalnu asimptotu 2 = 0. Derivacija f'(z) =
@(27111(1))7 pasu e? i 1 kandidati za ekstreme. Kako je f”(z) = %(lfiiln(:c)Jan(z))7
f"(1) =2> 0, pa je u 1 minimum, te je f’(e?) = —% < 0, pa je u e* maksimum.
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3. (2 boda) Izracunajte integral

Rjesenje:

1 1 51 1 1
/$2 In(z)dx = §x3 In(z) — / gac?’fdx = 23 In(z) — §x3 +C= §(3 In(z) — 1) + C.



4. (3 boda) Izracunajte integral

/ 2% dx
210 — 225 +5°

4 4
Rjedenje: fm =1y (;Td 25552;%5 =1 fz;%cgi% =& ((1”55%”)2&1;) Uvodimo supsti-
tuciju w = 3”52* , dw = 3z*dz, pa dobivamo Z 7(2w1;212dw =& ( Zydw + w‘éij’rl) =
75 (In(w? + 1) + arctg(w)) 4+ C, a to je jednako 75 (In(2'® — 225 + 5) + arctg(5(2® — 1))).
5. (4 boda) a) Iskazite teorem (stavak) srednje vrijednosti integralnog racuna i geometrijski inter-
petirajte taj teorem.
b) Sluzedi se definicijom derivacije i teoremom srednje vrijednosti integralnog ra¢una
dokazite da za funkciju f, neprekinutu na [a, b], za svaki « € (a,b), vrijedi
d x
& [ 1= 1)
€T a
¢) Sluzedi se izvedenim pod b), dokazite Newton-Leibnizovu formulu.
Rjesenje:

a) Neka je f integrabilna na segmentu [a,b]. Tada postoji ¢ € [a, b] takav da je

b
[t = -

b) Racunamo
a [ % fanrh f(t)dt — f; f)dt
i | o= .
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hf(€) elegthl oy,

ST T
c¢) Neka je ®(z f f(t)dt, te neka je F'(x) neka primitivna funkcija od f. Tada je F(z) =
®(z) + C, pa je

/b F(t)dt = B(b) — 0 = B(b) — ®(a) + C — C = (B(b) + C) — (B(a) + C) = F(b) — F(a).

6. (3 boda) Izracunajte:

)/ dx
a "
2 +sinx’
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b) / )
o 2-+sinz
Rjesenje:

a) Univerzalnom supstitucijuom ¢ = tg(5), dt = t2;1dm, sinx =

tQH dobivamo da je

/ dx / dt / dt 2 t(2 t(z)+ 1)—!—0

— = ——— = | ——F—— = —=arctg(—= )+ — .

2 +sinz 24+t+1 t+3)2+5 V3 VR VG

b) Uvrstavajuéi u Newton-Leibnizovu formulu gornji izraz dobivamo da je trazeni odredeni
integral jednak %



7. (2 boda) Zadan je lik P omeden krivuljama y = /z, y = 2v/x —1 i osi Oz. Skicirajte lik P i
izracunajte njegovu plostinu.

Rjesenje: Uocimo da druga krivulja nije definirana za x < 1 te da se te krivulje sijeku u tocki x = % pa
je ukupna povrsina P = P, — P, gdje je P| = fo zide = 9\[ iPy = 2f1 Vo —1lde = 2=
4v3

. vs 4
pa je ukupna povrsina P = =¥
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Pitanja iz cijelog gradiva

8. (2 boda) Rijesite jednadzbu z* = —i, z € C.

Rjegenje: Kako je 23 = i = ¢'%, zakljucujemo da je |z| = 1, pa je z, = e®*' a mora vrijediti
3¢r = (2km + 37), pa je ¢, = 2km + 7, paje 20 =1, 21 = ‘é§+%iiz2:—§+%i.

9. (3 boda) Rijesite sustav jednadzbi u ovisnosti o parametru A:

T + Ay + 2z =1
x4+ (2A-1y + 3z =1
x + Ay + (A+3)z =22-1
Rjesenje: |1 A 2 1 1 A 2 1
1 2x-1 3 1 ~ 10 A-1 1 0
1 A A+3 22 —1 0 0 A+1 20 —2
At [1 A 2 1
1
10 0 A+1 22 -2
r A
10 2—-+1% 1
~10 1 5 1
10 0 A+1 22 -2
- A—2
- 10 A 1
~ |0 1 = )\11
:O 0 1 2>\:\s-12
1 0 0 1—22)\1
~|10 1 0 —/%Jrll
10 0 1 255
Dakle, za A # —1,1 su rjeSenja z = )\—Jr)l‘, Y= _/\LH iz= 23\\—;}.

Za A = 1 sustav se reducira na x +y + 2z = 1, z = 0, Sto znaci da ima beskonaéno rjesenja
oblika (¢,1—t¢,0).

Za A = —1 sustav nema rjeSenja, jer dobivamo jednadzbe x —y+2z=11ix—y+2z = —3
koje su kontradiktorne (1 # —3).



10. (4 boda)

Rjesenje:

2)

11. (2 boda)

Rjesenje:

12. (4 boda)

Rjesenje:

a) Iskazite definiciju pojma derivacije funkcije f u tocki xg.

b) Koristedi (sinx)’ = cosz i formulu za derivaciju
(arcsinz)’ = —=2

V1i—z2"

¢) Nadite jednadzbu tangente na krivulju y = arcsin(y/x) u tocki z =

Neka je f funkcija i zg neka tocka. Ako postoji, limes

lim

f(xo + Az) —

inverzne funckije izvedite formulu

1

3"

f(xo)

f'(xo)

Az—0 Az

zovemo derivacijom funkcije f u tocki xg.

Oznacimo sa y = sin(x). Tada je cos(z) = /1 — y2. Derivirajuéi jednakost

arcsin(sin(z)) = z,

dobivamo arcsin’(y) cos(z) = 1, odnosno

' (y) = — .
arcsin = = .
Y cos(x) 1—y2
Derivacija f/(z) arcsin(y/z)'(z) = \/117730%%’ pauz = 3 je f'(3) = 1. Kako je f(3) =
arcsin(?) = 7, to je jednadzba tangente y — 7 =z — %, odnosno x —y = QfT”.
Izracunajte
. x+shzx
lim ——.
z—oo ¢ +chx
. x+shx 1+chz 24e"+e " 2e T 4142
lim ——— = —_— = =1.

= lim = lim
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Zadana je funkcija
2
x

y(x) = xe ™,

Nadite njene ekstreme, skicirajte njezin graf i odredite
funkcije i njenom asimptotom.

im ——
z—o00 27T 41— e

x > 0.

plostinu lika omedenog grafom te

Racunamo derivaciju y'(z) = e*‘”2(1 — 22?), pa zakljuc¢ujemo da je jedini moguéi ekstrem

2

u tocki x = % Druga derivacija y”(z) = 2xe’w2(2x2 — 3) daje nam podatke o tocki

infleksije, x = \/g Asimptota je, u +o0o pravac y =
ispod krivulje je [ e = 3y eTtdt = SteTt e =

yA

0 (prema L’Hospitalu). Povrsina
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