RjesSenja ponovljenoga 1. meduispita iz Matematike 1

odrZzanoga 5. veljace 2009.

1. (2 boda) Izracunajte U207 (i napisite u obliku a + bi
. (2 boda) Izrac¢unajte eSEnEs (i napisite u obliku a + bi).
Riesenje: A = (1 —/30)15 = 215(1 — ¥34)15 = 2151551 = 915
(129 _ 0% 1 \20 _ 9ld /5.29%ix _ ol4 /5, —Ti
B=(-1+i)*=2%( ﬁ+%) = 21/2e2950™ = 214, /2¢~ 1%
% =27t =1+1
2. (3 boda) a) Nacrtajte graf i odredite sliku funkcije f(z) = arcsin(z).
b) Nacrtajte graf i odredite sliku funkcije g(x) = th(x).
c¢) Koristeéi definiciju funkcije sinus hiperbolicki prikazite funkciju h(z) = arsh(z)
pomocu funkcije prirodnog logaritma In.
Rjesenje:
A y
’7T —
arcsin(z)
_____ T T
e S >
th(z)
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 >
6 5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 =z
«-———— = e >
R ey b

a) Slika f(x) = arcsin(z) je Im f = [-F, §].
b) Slika g(z) = th(z) je Img = [-1,1].
c) Neka je y = A8h(z)  Tada je sh(y) =3(y+y™ 1) = y%l(;tf —1). Kako je sh(y) = z, to je
2y = y? — 1, tj. y> — 22y — 1 = 0. Slijedi da je y10 = 32z £ V422 +4) =2 £ Va2 + 1.
Kako je y > 0, to uzimamo samo rjesenje sa +, pa je arsha = In(y) = In(x + \/m)
3. (2 boda) Izracunajte i dokazite matematickom indukcijom

n
[; ﬂ , neN.

. 1 o]" . . . ool 100
Rjegenje: Neka je A, = [2 J , za svaki n € N. Tvrdimo da je A,, = [2 1} = {Qn 1}

Za n = 1 tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve n = 1,... k.

10 .. - 1 0
9 1]. Po pretpostavci indukcije je A = ok 1]. Tada

oA _[roo)fro] _T1140-2 104017 _ 1 0] o
OB = o 1 |2 1] T [2%k-141-2 2k-041-1|  |20k+1) 1] >
trebalo pokazati.

Promotrimo Agy1 = Ay

4. (4 boda) a) Izracunajte determinantu matrice
2 4 6 8 10
-2 0 6 8 10
A=|-2 -4 0 8 10
-2 -4 -6 0 10

-2 -4 -6 -8 0

b) Iskazite Binet-Cauchyev teorem (stavak).
c¢) Ako je det A = a, gdje je a # 0, koristeéi Binet-Cauchyev teorem izvedite formulu
za det A™1.



Rjesenje:

a) r2 4 6 8 10
-2 0 6 8 10
det(A) =det |—2 -4 0 8 10
—2 -4 —6 0 10
L2 -4 —6 -8 0
2 4 6 8 10
0 4 12 16 20
=det|0 0 6 16 20
00 0 8 20
Lo o 0 0 10
=2.4-6-8-10 = 3840.

b) Za A i B kvadratne matrice

reda m vrijedi:

det AB = det A det B.

¢) 1=detI=det A""A =det A'det A = adet A=, pa je 1 —detA™!.

. (2 boda) Izracunajte inverz matrice

00 9 4
0 0 11 5
A=l3 9 1 2
L7 5 5
Rjegenje: [0 0 9 4 | 1.0 0 0 75 2 5 |0
[A‘I]:00115 0100]N32120
32 1 20010 00 11 5 | 0
L7 5 2 5] 00 01 00 9 4 |1
110 1]00 -2 1 1 1 0 1
32 1 2[00 1 0 0 -1 1 -1
“loo 11501 0 0o |0 0 11 5
L0009 410 0 0 0 0 9 4
11 0 1|00 -2 1 10 1 1
01 -1 11|00 -7 3 01 -1 1
“loo 11501 0 o |oo0o 11 5
Lo 0 9 4|10 0 0 00 9 4
10 1 1 0 0 5 =2 10 1 1
01 -1 1 0 0 -7 3 01 -1 1
“foo 2 1| -11 0 o joo0o 1 1
Lo 0 9 4 1 0 0 O 00 4
~ 1 1 1
(1) ? 8 3 fl 12 f)7 32
1o 0 1 % —1; % 0 0
L0 09 —3 3 -2 0 0
10 1 0 -5 4 5 -2
01 -1 0 16 —13 —7 3
“loo 1 o0 5 —4 0 0
Lo o 9 -3 | % -3 0 o0
10 1 0] -5 4 5 =2
01 -1 0 16 —13 -7 3 .
“loo 1 0 5 —4 o0 o|~T AT
Lo o 9 1| -11 9 0 0
-5 4 5 -2
. 16 —13 -7 3
Dakle, A™" = 5 40 0
-1 9 0 0
(2 boda) a) Iskazite definiciju pojma linearne nezavisnosti vektora.
-3 2 11
b) Jesuli vektori [ O |, | 1 | i|—2
2 —4 -2

o= o o
oo = O
SO o

_— o o o
o~ OO

1
-3
0
0
-2
3
0
0
5 =2
-7 3
0 0
0 0

linearno nezavisni? Dokazite!



Rjesenje:

a) Za skup vekotar S = {v1,...,v,} kazemo da je linearno nezavisan ako jednadzba a;v; +
-+ 4 anv, = 0 ima jedinstveno rjeSenje a1 = a2 = --- = a, = 0.
-3 2 11
b) Kakojedet | 0 1 =2 ==-31-(-2)—(-4)-(-2))+2(2:(-2)—1-11) =30-30 = 0,
2 -4 2

vektori su zavisni.

7. (3 boda) Rijesite sustav jednadzbi u ovisnosti o realnom parametru A:

T + Ay + 2z =1
x+ 2A—=1y + 3z =1
x + Ay + (A+3)z =22 -1
Rjegenje: |1 A 2 1 1 A 2 1
1 2x-1 3 1 ~ 10 A-1 1 0
1 A A+3 22 —1 0 0 A+1 2A —2
(1 A 2 1
o 1 1
0 0 A+1 | 22-2
[1 0 2— 2 1
~10 1 5 1
0 0 A+1 2\ — 2
r A—2
A R .
0 0 1 2351
(1.0 0 | 1-2353
~10 1 0 -
[0 0 1 2351
Dakle, za A # —1,1 su rjeSenja x = 333, y = — 137 1 2 = 2355

Za X\ = 1 sustav se reducira na x +y+ 2z = 1, z = 0, Sto znac¢i da ima beskonacno rjesenja
oblika (¢,1 —¢,0).

Za A = —1 sustav nema rjeSenja, jer dobivamo jednadzbe x —y+2z=1ix—y+2z = -3
koje su kontradiktorne (1 # —3).

8. (2 boda) Odredite svojstvene/vlastite vrijednosti i svojstveni/vlastiti vektor koji pripada najvecoj
svojstvenoj/vlastitoj vrijednosti za matricu

2 10
A=10 3 1
0 0 4
2—-Xx 1 0
Rjegenje: Kako je det(A — AI) = det 0 3-A 1 =(2—-X)(B3—-XN(4—X\), pa su svoj-
0 0 4—-2A

stvene/vlastite vrijednosti matrice A brojevi 2, 3 i 4. Najvecéa svojstvena vrijednost je 4,
za koju dobivamo sustav:

kojemu je jedno netrivijalno rjesenje (1,2,2), sto je ujedno i svojestveni/vlastiti vektor
matrice A za svojstvenu/vlastitu vrijednost 4.



