RjeSenja prvog meduispita iz Matematike 1
odrzanog 12. listopada 2007.

1. (2 boda) Naéi tablicu istinitosti za formule:

a) (zVy) =y,
b) (zA(z=1y)) =y

Rjesenje:
a) (zVy) =y
x Yy xVy ‘ (zVy =y
1 1 1 1
1 0 1 0
0 1 1 1
0 0 0 1
b) (zA(z=y) =y
x Y =y ‘ A (x=1y) ‘ (AN (z=vy) =y
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1

2. (2 boda) Nadi sve z € C koji zadovoljavaju

i za koje vrijedi Rez > 01iImz < 0.

Rjesenje:

8 243k .
2= V3e 5 ™

Trazimo zj koji zadovoljava uvjete Rez > 01iImz < 0. To je



3. (2 boda) S pomoéu matematicke indukcije izracunati A", n € N, ako je:

2 0
St
Rjesenje: i )
20
A__l 1]
> [2 0][2 0] [4 0
A__l 1_[1 1}_[3 1}
3[4 0][2 0] [8 0
A7_3 1_[1 1}[7 1}

Iz videnog se moze pretpostaviti da je opéi oblik od

0 on 0
AT = [2” -1 1} ’
k
Dokazimo to. Bazu ve¢ imamo. Pretpostavimo da je AF = {2/@2_ 1 (1)] . Izra¢unajmo AR

28 0][2 0 2kt 0
k+1 _ Ak p _ _
A _AA_[zk—1 1} [1 1}_[2’6“—1 1]

Matematickom indukcijom zakljuCujemo da je nasa pretpostavljena formula tocna.

4. (2 boda) Naéi matricu X za koju vrijedi
A7'XB ! =BA,

. 2 4. 10
akOJeA_{1 3}1B_[2 2}

Rje¥enje: Vrijedi da je A"*XB™ = BA, no ako to preformuliramo (pomnozimo s matricom A s jedne i B
s druge strane), dobijemo:
X = ABAB = (AB)?,

awr= ([3 3] 2])
7 oll7

_ [156 128}

pa racunamo:

X

112 92



5. (2 boda) Izracunati determinantu:
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Rjesenje:
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6. (2 boda) Izracunati s pomo¢u elementarnih transformacija (Gaussovim algoritmom) matricu A™" ako je

Rjesenje:
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7. (2 boda) Po Cramerovom pravilu naéi vrijednost nepoznanice z u sustavu:

Rjesenje:

2 + 3y — 2z = 3
x + 4y + 2z = 5
3 + Ty — 4z = 0,

a zatim naci bilo kojim nacinom z i y.

Ra¢unamo determinante za Cramerovo pravilo:

2 3 3
D,=|1 4 5|=-40

3 70

2 3 -2
D=|1 4 2 |=-20

3 7 —4

Dakle, po Cramerovom pravilu je z = DDZ = 2. Uvrstimo sada z u sustav i dobijemo 2z + 3y =7

ix+4y =1, pa dobivamo da je y = —1 iz = 5.

8. (3 boda) U ovisnosti o realnom parametru A rijesiti sustav:

Rjesenje:
1 1
1 A+1
1 2

9. (3 boda)

Rjesenje:

a)
b)

r + Y + z =0
r + (A+1)y + 2z =1
z + 2y + (AA+1)z = 2
1 I 0 11 1 10 11 1 10 1 0 1—4X | -2
2 [ 1 ~10 X 1 | 2 ~~ 10 1 4x | 2 ~ 10 1 4\ \ 2
AIN+1 | 2 0 1 4x |1 0 A 1 |1 0 0 1—4X | 1-2A
Ako je A = —%, tada ovaj sustav nema rjesenja. Ako je A = %, tada sustav ima beskonac¢no

mnogo rjesenja, i ona su dana formulama z =t, y = 2—2t, x = t —2. U svim ostalim slu¢ajevima
mozemo dijeliti zadnji red sa 1 — 4\2.

1 0 1—4x | -2 10 0| —2+35: 100 | 1555
0 1 4x 1 2 wo10\2f%% wOlO\@
00 1 | 00 1| 5 00 1 | 1%

a) Definirati svojstvene/vlastite vrijednosti i svojstvene/vlastite vektore matrice A.
b) Nadi svojstvene/vlastite vrijednosti i svojstvene/vlastite vektore za matricu

A:H —53]

Broj A € R je svojstvena/vlastita vrijednost matrice A ako postoji vektor v # 0 takav da je
Av = \v. Svaki takav vektor zovemo svojstveni/vlastiti vektor matrice A.
Racunamo svojstvene/vlastite vrijednosti:

1-x =3
1 5—A

‘:A2—6A+8:0,

Sto znaci da su svojstvene/vlastite vrjiednosti A; o = 4,2. Svojstvene/vlastite vektore ra¢unamo
po gornjoj formuli, tj.

T+ 5y =4y T+ 5y =2y

Iz prvog sustava dobivamo jednakost x = —y, pa zakljutujemo da je jedan svojstveni/vlastiti

{x—3y:4x i {x—3y:2x

vektor od A za A = 4 jednak [_11} Iz drugog sustava dobivamo z = —3y, pa ispada da je za

A = 2 svojstveni/vlastiti vektor [_13} .



