Rjesenja Zavrsnog ispita iz Matematike 1

27.1.2012.

1. Sustav rjeSsavamo metodom Gaussovih eliminacija:
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1) Za a = 2 sustav nema rjeSenja jer je treéi redak [0 0 0 ‘ 4]
nemoguce zadovoljiti.

2) Za a = —2 dobijemo matricu iz koje izlazi parametarsko rjesenje:
10 2|1 r=1-2t x 1 —2
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00 010 s=teR z 0 1

3) Za a # %2 sustav je regularan:
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2. (a) Trazimo inverz funkcije kosinus hiperbolicki na odgovarajucoj do-
meni:

ch(z) = %

e —2y+e =0 /- = ()2 —2y"+1=0
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Jerjey — +/y> — 1 <1zay > 1, ima smisla jedino
arch(y) =z =In(y + V/y? — 1).

(b) Ra¢unamo nultocke of f:
b—4ch(r—2)=0 = z—2=+arch <Z> = r=2%In2
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3. Ocito je domena od f jednaka R. Rac¢unamo samo kose/horizontalne
asimptote:
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Lijeva horizontalna asimptota je pravac y = —1, a desna y = 1.
Trazimo lokalne ekstreme:
2(r —1
O:f’(:L’):—@c—)3 = z=1
(22 +2)}

Zbog npr. f'(0) > 01 f'(2) < 0, tocka (1,v/3) je lokalni maksimum,
funkcija f raste na (—oo, 1) i pada na (1, 00).
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Trazimo tocke infleksije:
422 — 62 — 4 1
0=f'(a)= —— 2" "o g=-22
(22 4 2)2 2
%, 1)i(2, %é) Funkcija f je konveksna na inter-
) U (2,00) i konkavna na intervalu (—3,2).

Tocke infleksije su (—

valu (—o0, —1

20

4. Uocimo y = V4 — 22 = 2%+ y* = 2%, pa je zadana krivulja gornja
polovica kruznice oko ishodista radijusa 2.

Za zadani x € (0,2), povrsina trapeza s trazenim uvjetima dana je
formulom P(z) = (2+2)v4 — 22 (produkt srednjice i visine). Trazimo
ekstreme funkcije P:
—2x% —2x + 4
() =
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d.

Jer je P"(1) < 0, povrsina postize maksimum za x = 1, stoga trazeni
trapez maksimalne povrdine ima vrhove: (2,0), (1,v/3), (=1,v/3) i
(—2,0). Povréina mu je 3v/3.

()

Neka je zadana funkcija f: I — R, I C R, koja u nekoj odabranoj
tocki ¢ € I ima sve derivacije do reda n + 1. Onda funkciju f
mozemo prikazati u obliku

k) (o
flz) =T,(z) + R,(x) = Z f—<)(:v — )" + Ry ().

Ostatak se moze napisati u tzv. Lagrangeovom obliku:

f(n+1)($1)

Bu(@) = 5

(CL’ o c)n—i—l7

pri ¢emu je x; neka nepoznata tocka koja se nalazi izmedu tocaka
ric tj. x; € (cx)iliz € (z,c).

Lako se pokaze indukcijom da je k-ta derivacija funkcije In(z + 1)

1)1 (k—1)!

jednaka S Casy it Stoga vrijedi

R G (=1ram*!
ln(m—i—l)—; D T

Zelimo da desni ¢lan u gornjoj jednakosti bude po apsolutnoj vri-
jednosti manji od 1072, uz uvjet |z| < 3 i |2y + 1] > 1. Vrijedi:

(%)nJrl _ 1 < 1072
- et oy 41— '
(n+1) (2)

(_1>nxn+1

(n+1)(zy + 1) *!

Vidimo da je dovoljan uvjet n > 99.

Napomena: Aproksimacija je u ovom sluc¢aju dovoljno dobra i za
puno manji stupanj Taylorovog polinoma kojim aproksimiramo
funkciju In(z + 1) na zadanom intervalu. Ocjena pogreske koju
u ovom slucaju mozemo dobiti koristeci ostatak u Lagrangeovom
obliku je "gruba”.



- (a)

) . flz+h)g(x+h) - f(z)g(x)
(f9)'(x) = lim .
_ iy @) — f(@)g(z + k) + f2)(g( + ) — g(2))
h—0 h
~ lim flz+ h})L - f(w)g<x R+ }Lig(l)f(x)g(x + h})L —g(x)

= ['(@)g(x) + f(z)g'(2).
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/anxda:: {u-ln v dv—dx} :xln2x—2/lnxd1‘

du=32R2 =g

B {u:lnx dv = dx

1 } =zIn’zr—2zlnz+2x+C, C €R.
du=+ wv=ux

x+h
Flaoth) = F@)= [ f)dt=h- fla)
(za x1 izmedu x i x 4 h, teorem srednje vrijednosti,)

F(e) = lim PO IO g0, = )

(b) Iz (a) dijela znamo da je faw f(t)dt primitivna funkcija od f. Svaka
druga primitivna funkcija od f je oblika F(z) = [* f(t)dt + C,
C € R. Vrijedi F(b) — F(a) = [ f(t)dL.

(c)
G(z) = /:H Vitetdt — /: Vitetdt

a 1
@ o= G'z)=vVr+le ™' —Vre™ = o=

e2 —1°




Napomena: Moze se pokazati da funkcija G ima u tocki ﬁ mak-
simum. Primijetimo da vrijednost funkcije G u tocki x > 0 pred-
stavlja povrsinu lika omedenog krivuljom y = \/z - €™* i dva ver-
tikalna pravca medusobno udaljena za 1. Iz navedenoga slijedi2 da

je ta povrsina maksimalna kada su ti pravci x = 62%1 lr=45—

8. (a) ly=5—-0=7%, 11 = —cos(3)+cos(0) =1. Zan > 2:

u=-sin""t'zx dv = sin zdx

AT
sin” zdx = e
[du = (n—1)sin" ?xcoszdr v=—cosx

™

3
=0+ (n— 1)/ sin" ? z(1 — sin® z)dx
0

= (n - 1)(In—2 - In)

[e.9]

10. Presjeci: 2v/a=+6—2a = a=1,vVb=+v6—-20 = b=2.






