Napredne metode digitalne obrade signala 1. laboratorijska vjezba

Fourierova transformacija. Razlucivost u vremensko - frekvencijskoj
ravnini. DFT matrica.

Uvod

Na kolegiju NMDOS upoznat ¢ete se s nizom linearnih transformacija: STFT, GE, CWT, DWT,... kao
i s razlaganjima signala filtarskim slogovima. Da bismo u potpunosti shvatili svojstva navedenih
transformacija, u ovoj domacoj zadaci éemo detaljno prouciti svojstva poznatih transformacija:
DFT-a i drugih varijanata Fourierove transformacije.

DFT je posebno prikladna za razumijevanje jer se moZe predstaviti matricnim operatorom. U
zadadi c¢ete sami konstruirati DFT matricu, koristiti je za transformaciju signala, ispitati je i
geometrijski interpretirati njezina svojstva.

Nadalje, definirat ¢emo razlucivost u vremenskoj i frekvencijskoj domeni i provjeriti njihove odnose za
zadane signale.

DFT kauzalnih i nekauzalnih odsjecaka perioda

Diskretna Fourierova transformacija (DFT) definirana je sljedeéim izrazom:
27

N-1 n
X (k)= x(me ‘N, (1)
n=0
dok je izraz za inverznu diskretnu Fourierovu transformaciju (IDFT):
1 N 127 ik
x(n)=—> X(kye N . (2)
Ni%

Za numericko izracunavanje DFT-a u MATLAB-u sluzi funkcija ££t (), dok je inverzna funkcija
ifft ().

Primjer 1: Primjer 2:

X (112 2 1]; x = [1-12 -1];

X = fft(x) X = fft(x)

X = X =

7.0000 -1.6180 0.6180 0.6180 -1.6180 1 -1 5 -1

Vaina je Cinjenica da DFT podrazumijeva da je signal x periodican niz perioda N, a rezultat je
(opcenito) kompleksan i periodican niz, takoder perioda N. Transformacijska formula se
primjenjuje na jednom periodu signala.

Primjer 1: Primjer 2:

x=[11221]; x = [1-12 -1];

ustvari znadi: ustvari znaci:

x={11221}) x={1-12-1},=
={.,1,2,2,1,1,1,2,2,1,..} ={.,1,-1,2,-1,1,-1,2,-1,1...}

Podcrtan je uzorak koji odgovara koraku n=0.
Periodicko prosirenje vazi i za rezultat X u domeni transformacije.

U oba je primjera rezultat u domeni transformacije realan. Razlog je simetri¢nost ili parnost
analiziranog signala oko nultog koraka:

{..1,-1,2,-1,1,-1,2,-1,1, ..}.
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Analizirajuée funkcije su harmonijske:
2z
ok 2 L. 2
e N =cosZnk+ jsm—”nk,
N N

a realni dio rezultata korespondira s parnim, odnosno simetricnim komponentama signala
(kosinus je parna funkcija), dok imaginarni dio korespondira s neparnim, odnosno
antisimetricnim komponentama signala (sinus je neparan).

Uocimo da smo funkciji ££t () kao argument proslijedili kauzalni odsjecak periodickog niza {x(0),

x(1), x(2), x(3), x(4)}, gdje je varijabla koraka n&{1, 2, 3, 4, 5}. Simetri¢nost oko nultog uzorka nije
direktno vidljiva iz takvih odsjecaka:

Primjer 1:x = [1 1 2 2 1];
Primjer 2:x = [1 -1 2 -1];

Zgodniji je prikaz istog signala nekauzalnim odsjeckom perioda simetri¢nim oko nule:

Primjer 1: {x(-2), x(-1), x(0), x(1), x(2)} = [2 1 1 1 2];
Primjer 2: {x(-2), x(-1), x(0), x(1)} = [2 -1 1 -1].

Uocimo da za parne N uzimamo jedan uzorak vise s negativnim korakom.

Vezu izmedu ova dva odsjecka signala osiguravaju MATLAB funkcije fftshift () iifftshift():
Primjer 1: Primjer 2:
fftshift([1 1 2 2 117) fftshift([1 -1 2 -117)
% u nekauzalan oblik % u nekauzalan oblik
ans = 2 1 1 1 2 | ans = 2 -1 1 -1
ifftshift([2 1 1 1 2]) ifftshift([2 -1 1 -11)
% u kauzalan oblik % u kauzalan oblik
ans = 1 1 2 2 1 | ans = 1 -1 2 -1

Identi¢ne veze i koristenje funkcija fftshift()i ifftshift() vaZze i za rezultat transformacije X.

Za potrebe prikaza ili prilikom zadavanja signala redovito ¢emo raditi s nekauzalnim odsjeccima.
Kod primjene ££t()ili 1££t() redovito radimo s odgovarajué¢im kauzalnim odsjeccima signala ili
spektra.

Primjer:
n = [-16:15]; zadaje vektor koraka u rasponu -16 do 15
x = exp(-abs(n)); zadaje simetric¢nu funkciju x

plot(n, x);

x_kauzalni = ifftshift(x);
X = fft(x kauzalni);

X simetricni = fftshift(X);

crta funkciju

uzima kauzalni odsjecak istog signala
racuna DFT

razmjesta X tako da uzorak uz w=0
bude u sredini

zadaje vektor frekvencija u

rasponu -pi do pi

crta amplitudu od X

w = [-pi: pi / 16: pi-pi/16];

O go A Ho O° A A° oo A oe

plot(w, abs(X simetricni));
figure
plot(w, angle(X simetricni))

o\

crta fazu od X
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Sto bi se dogodilo da smo ££t () funkciji proslijedili simetri¢an nekauzalan odsjec¢ak?

Primjer 1: Primjer 2:

x = [2 111 2]; x = [2 -1 1 -1];

X = fft (x) X = fft(x)

X = X =

7.0000 1.3090 + 0.95111i 0.1910 + 1 1 5 1
0.58781 0.1910 - 0.58781 1.3090

- 0.95111

MATLAB funkcija ££t () ¢e dani odsjecak tretirati kao kauzalan, odnosno s kasnjenjem u iznosu
A=(N-1)/2 za neparne N, odnosno A=N/2 za parne N u odnosu na stvarni kauzalni odsjec¢ak naseg
periodickog niza (ovo se najbolje vidi ako nacrtate primjere 1i 2).
To u domeni transformacije X predstavlja mnozenje kompleksnom eksponencijalom:
2
—j=—Ak

X [k] = Xkauzalni [k] € N
Sto je i vidljivo iz rezultata nasih primjera.
U svim primjerima koji slijede Cesto ce biti potrebno konstruirati signal, izraCunati DFT i prikazati

rezultate transformacije. Stoga ¢e se funkcije ifftshift() i fftshift () vrlo Cesto
koristiti u obje domene.
DFT matrica
Diskretna Fourierova transformacija (DFT) definirana je sljedeéim izrazom:
ik EEA
X[k]=> x[n]le "N, (3)
n=0
Sto raspisano po uzorcima rezultata glasi:
~i2% 0.0 “i2%10 _i%%20 - '2—”(N—1)~0
x[]=x0le ¥ +x[i]le ¥ +xle N 4+-ax[N-1]e N,
,'2l0.1 ,'2l].1 ,'27”241 ,'zl(Nq).]
X[I]=xfo]le ¥ +x[1]le N +x2le N 4+eax[N-1]e N,
—'2—”0»(N—1) —'2—”1»(N—1) —'2—”2~(N—1) —'2—”(N—1)(N—1)
X[N-1]=xo]e " 4xfi]le N 4x]e N 4t x[N-1]e ¥

Isto se moze prikazati i matricom:

2
W, = Mﬁm] W, = e N
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Stupci DFT matrice su medusobno ortogonalni:
¢, -¢, =N ok —m].

m

Iz ovih ¢injenica slijedi da je:

WT-W =NI,
Sto daje jednostavan recept za inverziju:
W= iw*T
N N N

Takve matrice nazivamo unitarnim. Kako je DFT matrica i simetricna, potrebna je samo
konjugacija i dijeljenje s N.

Kako u MATLAB-u zadati DFT matricu?

Elementi matrice su Wﬁm. Uocimo da se eksponenti elemenata matrice km mogu konstruirati
kao vanjski produkt vektora:

0 0o 0 - 0
Jo 1 - N-1]= 0 Nfl
N -1 0 N-1 -+ (N=1)}N-1)

Dobiveni rezultat se moze iskoristiti za dobivanje DFT matrice. U MATLAB-u bi to glasilo:

w = exp (-J*2*pi/N);
W=w."([0:N=-1]" * [0:N-17);

Za zadani N, sada moZemo provjeriti ortogonalnost stupaca matrice. Skalarni produkt stupaca:
| W(:, k)" * W(:,m)

bit ¢e nula za k razli¢it od m, a N za k jednak m.

Uocimo da u MATLAB-u operator ' podrazumijeva konjugaciju i transpoziciju (eng. conjugate
transpose), dok je operator . ,,obicna” transpozicija.
Slijedi da je:

[0 = W |

dijagonalna matrica s vrijednos¢u N na dijagonali.
Za svaki zadani N mozemo provijeriti i svojstvene vrijednosti matrice:

[eig (W) |

te se uvjeriti da im je svima apsolutna vrijednost jednaka korijenu iz N. Iz jednostavnog
geometrijskog razmatranja mozemo zakljuciti da DFT matrica svim vektorima x jednako mijenja
duzinu (za korijen iz N), odnosno energiju (za N).

Parsevalov teorem o o¢uvanju energije:

§|x[n]2 :ﬁNZ‘nx[k]2 (u MATLAB-u: sum (conj (X) . *X) /N)
k=0

n=0

mozemo promatrati kao posljedicu unitarnosti matrice, odnosno operatora transformacije.
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Rezolucija u vremenskoj i frekvencijskoj domeni

Efektivna Sirina ili radijus funkcije definiran je izrazom:

+jm(t ~t, F|x(t) dt
N [X(O)]==— : (4)

jw Ix(t) dt

gdje brojnik predstavlja drugi moment funkcije, a nazivnik ukupnu energiju. Centar koncentracije
energije t. funkcije x(t) raCuna se prema izrazu:

+00

[tix(e) dt

_ T|X(t)|2 at

t (5)

C

Ovdje brojnik predstavlja prvi moment, a nazivnik opet ukupnu energiju. Na isti se nacin racunaju
vrijednosti efektivne Sirine spektra i centralna frekvencija.

Za primjer ¢emo uzeti Gaussovu funkciju, a centar koncentracije energije i efektivnu Sirinu
funkcije racunat ¢emo simbolicki i numericki.

Slijedi simboli¢ki racun u MATLAB-u.

t=sym('t', 'real')
x=exp (-t*t)

Centar koncentracije energije vremenskog signala racunamo na sljededi nacin:

‘tczint(t*abs(X)A2,—inf,inf) / int (abs (x)"2,-1inf, inf)

Rezultat je, ocekivana, nula.

Slijedi racunanje efektivne Sirine funkcije:

|deltat= sgrt (int ((t-tc) "2*abs (x)"2,-inf,inf) / int (abs(x)"2,-inf,inf))

Rezultat je %, $to se poklapa s formulom dobivenom na predavanjima (a=1).

Ponovimo istu stvar u frekvencijskoj domeni. Simboli¢ka Fourierova transformacija nase funkcije
dobiva se sljedecom naredbom:

X=fourier (x)

Funkcija X predstavlja Fourierovu transformaciju funkcije x, a frekvencija je predstavljena
simbolickom varijablom w. Slijedi raCunanje centralne frekvencije

w = sym('w', 'real')
we=int (w*abs (X)~2,-inf,inf) / int(abs(X)"*2,-inf, inf)

Sto daje nulu. Racunanje efektivne Sirine u frekvencijskoj domeni:

‘deltaw= sgrt (int ( (w-wc) "2*abs (X)*2,-inf,inf) / int(abs(X)"2,-inf,inf))

Rezultat je jedan.
Provjerimo produkt efektivnih Sirina u dvije domene:

‘deltat*deltaw

Ako smo sve dobro radili, rezultat je poznat: %.
Sada ¢emo ponoviti cijeli postupak na diskretnom signalu koriste¢i numeri¢ke metode.
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Prvo zadajemo diskretni Gaussov signal:

N=128;

T=1/16; % kvant vremena

n= [-N/2:N/2-11"; % vektor koraka vremena

nT = n * T; % vektor vremena

y = exp (-nT.*nT); stem(n, y); figure, plot(nT, v);

Sada ra¢unamo centar koncentracije energije

‘nTc = sum (nT.*abs (y) ."2) / sum(abs(y)."2)

i efektivnu Sirinu funkcije

‘delta_nT = sqgrt(sum(((nT-nTc) ."2).*abs (y)."2) / sum(abs(y)."2))

Rezultati se dobro poklapaju s dobivenima simbolickim racunom.

Fourierova transformacija diskretne funkcije u simetriénom obliku se dobiva ovako:

‘Y = fftshift (fft(ifftshift(y))):

Pripremimo vektore diskretnih frekvencija, nacrtamo rezultat i izmjerimo efektivnu Sirinu:

F=1/T; % kvant frekvencije
k = n; % vektor koraka frekvencije
kFF = k / (N/2) * pi; % vektor normirane frekvencije (-pi do pi)

figure, stem(k, Y); figure, plot(kF, Y);
kFc = sum(kF.*abs(Y).”2) / sum(abs(Y)."2)
delta kF = F*sqgrt (sum(((kF-kFc)."2) .*abs(Y)."2) / sum(abs (Y)."2))

Produkt efektivnih Sirina u dvije domene daje poznati iznos % :

delta nT*delta kF
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Ime i prezime:

1. Zadatak

n2

Zadajte diskretni Gaussov signal X[n]: e 16i izradunajte pripadnu DFT. Nacrtajte signal u

nekauzalnom intervalu n e [-N/2, N/2—-1] uz N=64 te pripadnu DFT transformaciju.
Transformaciju X, odnosno njenu amplitudu i fazu nacrtajte tako da se frekvencija nula nalazi na
sredini grafa.

UpiSite korake rjeSenja:
Kako ste zadali vektor koraka n?

Kako ste zadali vektor signala x?
Kojom naredbom ste nacrtali X, a da opis vremenske osi bude korektan?
Kako ¢ete iz nekauzalnog vektora x do¢i do njegove kauzalne verzije potrebne za DFT?

Kakav rezultat dobivate ako direktno proslijedite nekauzalni simetri¢ni vektor X funkciji fft()?
Provjerite da li se teorijska formula slaze za deseti uzorak rezultata.

Sto treba uciniti da uzorak transformacije X koji odgovara nultoj frekvenciji dode na sredinu
prikaza?

Kako ste zadali vektor frekvencija w u rasponu od — 7 do 7 koji ¢e nam trebati za korektan opis
frekvencijske osi kod prikaza amplitude i faze od X ?
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2. Zadatak

Kreirajte DFT matricu W uz N = 4. Provjerite da su stupci matrice W ortogonalni. Izracunajte
svojstvene vrijednosti od Wy, te njihove apsolutne vrijednosti. Provjerite da je W' * W dijagonalna
matrica.

Zadajte sami dva razliCita signala X. Provjerite da mnozenje W*x daje isti rezultat kao 1 fft(x).
Provjerite da je matrica 1/N*conj(W) inverzna matrica od W. Provjerite Paresvalov teorem.

Kreirajte DFT matricu W uz N = 2. Izracunajte karakteristi¢ne vektore i svojstvene vrijednosti.
Graficki nacrtajte transformaciju vektora x = [1 1] 1 njegovih projekcija na karakteristi¢ne
smjerove.

UpiSite korake rjeSenja:

Kako ste kreirali DFT matricu W4?

Kako ste racunali skalarni produkt stupaca DFT matrice? Koje ste rezultate dobili?

Koliko iznose svojstvene vrijednosti od W? Koja im je apsolutna vrijednost?

Odaberite proizvoljan vektor x. NapiSite x i W*x. Da li se rezultat slaze s funkcijom fft(x)?

Odaberite vektor x takav da rezultat W*x bude realan. Napisite x 1 W*x. Da li se rezultat slaze s
funkcijom fft(x)?

Kako ste provijerili da je 1/N*conj(W) inverzna matrica od W?

Na primjeru vaSeg signala provjerite Parsevalov teorem. Kolika mu je energija u pojedinim
domenama?

Kreirajte DFT matricu W uz N = 2. IzraCunajte karakteristicne vektore i svojstvene vrijednosti
funkcijom [v d] = eig(W). Rukom na papiru nacrtajte karakteristicne vektore, vektor signala
x =[1 1], pripadnu transformaciju X te projekcije oba vektora na karakteristiéne smjerove. Koliko
je X duzi od x? Da li produzenje ovisi o x?
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3. Zadatak

Odredite efektivne Sirine funkcije x(t) = eltly vremenskoj 1 frekvencijskoj domeni te provjerite
Heisenbergov princip neodredenosti. Racunanje efektivnih Sirina obaviti pomoc¢u numerickih i
simbolickih metoda.

UpiSite korake rjeSenja:
Definirajte realne simbolicke varijable t 1 w 1 funkciju x. Kako ste odredili centar koncentracije
energije 1 koliko on iznosi?

Kako ste definirali efektivnu Sirinu funkcije i1 koliko ona iznosi?

Napravite Fourierovu transformaciju funkcije. Kako ste definirali i kolika je vrijednost centralne
frekvencije?

Kolika je efektivna Sirina spektra?
Koliko iznosi umnozak efektivnih Sirina obaju domena?

Sada ponovite postupak koriste¢i numericki racun. Neka vremenski korak bude T=1/16, a
vremenske granice [-4, 4-T]. Izracunajte diskretne vrijednosti funkcije X.

Kolike su vrijednosti centra koncentracije energije i efektivne Sirine funkcije te kojim ste se
izrazima koristili za njihovo izraCunavanje.

Razlikuju li se te vrijednosti od onih iz simbolickog racuna? Ako da zasto?
Kojim izrazom racunate Fourierovu transformaciju signala?
Kako definirate odgovarajuci vektor frekvencija?

Kolike su vrijednosti centralne frekvencije i efektivna Sirina spektra te kako se odnose prema
vrijednostima iz simbolickog racuna?

Koliko iznosi umnozak efektivnih §irina u dvije domene?



